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Ottica. — Swulle ovalr di Cartesio come curve /z/;//mel}ffz/ze di

rifrazione (). Nota del Corrispondente O. TEDONE.

1. La curva chiamata dai geometri ovale di Cartesio @ composta, come
¢ noto, di due ovali distinte e possiede tre fochi reali, al finito, sul suo
asse di simmetria, fochi che compaiono in modo perfettamente simmetrico
nell'equazione razionale della curva. In questa Nota, di carattere elementare,
¢i proponiamo di determinave il comportamento di ciascuna delle coppie di
fochi che si possono formare con i tre fochi della curva, dal punto di vista
metrico ed ottico, rispetto a ciascuna delle ovali che compongono la curva
stessa; comportamento che, come si vedrd, varia col variare della coppia
di fochi che si considera e di ciascuna delle ovali ().

9. PRINGIPIO DI MINIMO. @) « Si abbia una superficie o di equazione
« g=2z(x ,y), separante due mezzi ottici i cui indici assoluti di rifrazione
« sieno 7, ed 7. Sia, poi, P un punto fisso di coordinate (&, & ,¢1) e Q
« un altro punto fisso di coordinate (a;,0s, Cs)- Allora, i valori estrems

« di ciascuna delle espressioni
(1) L = n 7+ 077, (1) L'—=n,ri—ns7e

« in cui

\ r=1(x ‘Ul)e_%_if/' /y‘v)i_\!‘ (& — cY)is

@) T i WAL V. waics
/ rs | (2 — @s)® + (y — 02)" - (8 —¢2)"

« dinotano le distanze dei punti P e Q da un punto O di ¢, sono i va-
«lori di L, o di L', che corrispondono a punti O di o tali che sieno sod-

« disfatte le equazioni

Q 2L L
(3) g—z3(x,y)=0 |, — =0 — ()
' X dY
« ovvero le altre
Qr f[;l l:’
(3 e Han o= sl Y — )
) X QY

1) La ricca letteratura relativa all’ovale di Cartesio si pud rilevare dal noto libro
I

del Loria: Ebene Kurven (Leipzig, 1902, B. G. Teubner), pag® 174.

(*) Ne risulterd, fra 'altro, che alcune delle forme sotto le quali si suole scrivere
I'equazione dell’ovale di Cartesio sono da ritenersi inesatte. Tali sono, p. es., le equa-
32) e 83) della Memoria di Haentzschel, Usber ein orthogonales System von bi-

zioni 3
zirkul. Kurven ... (Jahresbericht des Kollnischen Gymnasiums zu Berlin. Berlin, 1908)

dalla quale Memoria abbiamo, del resto, ricavata la maniera di passare alla forma razio-

nale dell’equazione della nostra curva.
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Per ciascuno di questi sistemi di equazioni, pud accadere che esso abbia,

®

ovvero non abbia, soluzioni. E pud anche accadere che le sue tre equa-

"

zioni sieno identicamente verificate quando lo sia la prima di esse. In

"

quest’ ultimo caso i punti di ¢ soddisfano alla condizione L = cost, ovvero

« L'=cost., e chiameremo ¢ superficie aplanetica di rifrazione rispetto

[

alla coppia di punti P e Q. In ogni caso, se, per un punte O di @, sono

®

soddisfatte le (3), ovvero le (3), e si consideri PO come un ragoio lumi-
noso uscente da P, supposto che questo raggio sia situato, o, almeno,

"

®

finisca con l'essere situato nel mezzo di indice 7, . possiamo ottenere il

®

raggio rifratto di PO con le seguenti regole:

« 1°) se sono soddisfatte le (3) e i punti P e Q sono situati da

bande opposte del piano tangente 7 in O a o, il rageio rifratto di IO
e il raggio 0Q;
« 2°) se sono soddisfatte le (3) e i punti P e Q sono situati dalla

="

stessa banda del piano tangente 7, il raggio rifratto di PO & il simme-
trico di OQ rispetto al piano 7 ;

"

)

« 3°) se sono soddisfatte le (3') e i punti P e Q giacciono dalla

"

stessa banda del piano 7 tangente a ¢ in O, il raggio rifratto di PO &

=

il prolungamento del raggio QO;
« 4°) se, in fine, sono soddisfatte le (3') ed i punti P e Q giaceiono

=

da bande opposte del piano tangente 7z, il raggio rifratto di PO & il

simmetrico di OQ rispetto alla normale alla superficie o, in O ».

Solo se siamo nel primo caso ed i raggli PO, OQ sieno contenuti per
intero nei rispettivi mezzi di indici #, ed #,, il prineipio precedente &
contenuto nel principio del minimo cammino oftico. Nelle stesse ipotesi,
se o e una superficie aplanetica, rispetto alla coppia di punti P, Q, il
punto @ é un’immagine reale di P. Se, invece, o & aplanetica, il ragoio PO
e tutfo contenuto nel mezzo di indice 7, e siamo pel 3° caso. Q & imma-
gine virtuale di P. In ogni altra ipotesi, Q non &, né immacine reale. né
immagine virtuale di P.

) « Se, nell'enunciato precedente, invece di supporre P fisso, si sup-
pone soltanto che P debba appartenere ad un piano «, allora i valori

"

®

estremi di L, o di L, corrispondono a punti P di « e a punti O di o

S

tali che PO sia normale ad « e che, inoltre. sieno soddisfatte, ancora,

[

le equazioni (3), ovvero le (3'). Valgono, inalterate, le stesse regole di

®

prima per trovare il raggio rifratto di PO e le altre conclusioni, ed il

"

caso presente pud considerarsi come quel caso particolare del precedente
in cui il punto P si allontani indefinitamente in direzione normale ad e.

"

¢) « Potrebbe supporsi che si allontanino indefinitamente nella stessa

direzione, o in direzioni differenti, tutti e due i punti P e ().
3. SUPERFICIE APLANETICHE DI RIFRAZIONE. — Si & visto che. se o

e una superficie aplanetica di rifrazione, rispetto ai punti P e Q, indicando




=g

con ¢ una costante, i suoi punti devono soddisfare all'una, o all’altra, delle
due relazioni

(4) mrytnry=c , ovvero 4") mry—ngr,=c.

E, per decidere se, dei due punti P e @, uno possa considerarsi come im-
magine reale, o virtuale, dell'altro, bisogna, se oceorre, dividere ¢ in parti
in modo che i piani tangenti ad essa nei punti di ciascuna di queste parti,
lascino i punti P e Q sempre dalla stessa banda, o sempre da bande op-
poste di o, ed applicare, poi, i criterii precedenti.

Le superficie i cui punti soddisfano alla (4), ovvero alla (4°), somo,
evidentemente, superficie di rotazione intorno alla retta PQ. Possiamo, quindi,
limitare la nostra attenzione allo studio di una sezione meridiana.

Scegliamo, percid, la retta PQ come asse z, sieno ¢, ed ¢, , con ¢, >e,,
le ascisse di P e Q e limitiamoci a studiare la sezione della superficie pro-
dotta dal piano xy. Notiamo, perd, prima, che, se 7, > u, si possono de-
terminare un fattore # e due altri numeri ¢ ed ¢, in modo che

(5) Fkny =1 97_,11?, . kny =1 e e, , ke= (e, — e) 10— es

con ¢ =>¢ , e, ¢ & le radici essendo considerate come positive. o ed ey
possono ritenersi determinati dalle equazioni

Il parametro o dipende, dunque, soltanto dall’indice di rifrazione relativo

¢
dei due mezzi separati da o. Similmente, se 7, < 7,, si possono determi-
nare il fattore # e i due numeri o ed ¢; in modo che

) knm=1es—o0 , kno=1e,—o , ke=/(e,— es) | es 0

con o< e ,6;,63 € Si avra adesso

G, ¢ les— o
== — - = (&) — €5 ]
o /ey — o "y 1/ es— o

Cid posto, corrispondentemente al caso 7, > n,, 'equazione della curva, se-
zione meridiana della superficie aplanetica da studiare, si pud scrivere

| ) N P

a) { ()7; ey V(z—e)® _//"; =t= 1 é — (@ == e)* -yt =

:(fl“"f":)](.’v“'(:z
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e, corrispondentemente al caso z, < 7mp, si pud scrivere

ety =ta—ellz—e)+y=

= (es —¢s) 1/ es —

I fee— 0 V(2

T

o

i segni -, 0o —, corrispondendo alle due diverse ipotesi (4) e (4).
Senza limitare in alcun modo il nostro studio, come si vedrd in appresso,
potremo sempre supporre che sia

(6) e o>

12l €3 -

Anzi, poiché le equazioni ) e ) restano inalterate aumentando z,¢,,és,6€s,0
di una stessa quantitd possiamo sempre supporre di aver scelto 1'origine
degli assi in modo che sia

(7) e Fes=0 donde s n e (W

I

Possiamo considerare, per dippil, le e come radici di un’equazione della

forma
(8) (;[‘ls)_—_._L,\“‘—-‘//,:,\‘;v/;.gz()
con
s . 3

| £ = By CLabi i B
(8

| q

[ ] —

Nel seguito interpreteremo anche e; e o come ascisse di due punti

(=¥

oll'asse z ed indicheremo con E,,E;, E; i punti di ascisse ¢,,¢é;,€; ©
con 7 il raggio vettore che dal punto E; va ad un punto qualunque del
piano della curva.

4. FORME

Dalle identita

PRINCIPALI DELI;E‘,}UA'/IONE DELL OVALE DI CARTESIO. —

(06— ) 72— (0 — 1) 72 = (&1 —63) [#* +y* —0(22 - s) — & e | =
= (Ve "527'1‘{_19—5’1T‘:)M’!—EBWI—!9—’7’1’72)=
= —(J/es—0 o ol A —?/;'}(l es— 07— 1€ —07s)

gi ricava subito che, se vale la «), sia che in essa si consideri il segno -,

o il segno —, ¢

0 2/o—ete—earn=(@—e’+y —e +2a0+6a+ b,

mentre, se vale la £), qualunque sia il segno che in essa si consideri, &

@) 2/es—oVer—oem=—[(z—e)+y — o+ 200+ & T el




Q9
V) £ —

Elevando a quadrato, tanto la (9) che la (9') conducono alla stessa equa-
zione razionale che si pud porre sotto la forma

A) :( 0 N s L 9'(0) :? — () (22 +4-0) =0,
ovvero, ordinata secondo le potenze di o,
B) — 40 y* [/ — 4 (,,w’ g f/i‘z )70 iL
cEby|
+(2 o2+ %) t g0 =0.

Seguendo la nomenclatura adoperata dai geometri, chiameremo ovale di Car-
tesio, tutta intera la curva rappresentata dall’equazione A), o B).

Queste equazioni contengono le ascisse e, ,e.,es in modo simmetrico
e restano, quindi, inalterate, eseguendo, su questi numeri, delle permuta-
zioni arbitrarie. Queste permutazioni sono, quindi, lecite anche sulle (9) e (9).

Scegliendo come polo uno qualunque dei punti E;, come asse polare
’asse 2 e chiamando ; la corrispondente anomalia, si trova, subito, 1'equa-
zione polare dell'ovale di Cartesio sotto la forma

C) rE—+ 2[(6i— 0) cosSw;— |'0 — eivy 10— €ivs | 7i 4+ RE=0

in cui si é posto

“1: = (6 — €i+1) (&i — Ci+sz)-

L'equazione C) si pud dedurre dalla (9) e vale per il caso di ¢ > e .
Per il caso o < ¢; 1'equazione corrispondente alla C) si pud ricavare dalla
(9') e si ottiene dalla C) stessa sostituendo

— ey 0 Ve —0 a [lo— vy JI0— CGivs «

Tenendo presente che il primo membro della A) & di secondo grado
in o, dividendo questo primo membro per ¢(¢) e scomponendo quindi la
funzione di o cosl risultante in frazioni elementari, si trova subito che la
equazione dell’ovale di Cartesio si pud anche scrivere

S2 5 ~
' - — ] — — ()
D) Rile— o) T Rilo— &) 1 R0z
nella quale si & posto
(1“) H,‘ = (& — f‘,)"‘ ——|7 .//“‘ - [{° .
5. PROPRIETA PRINCIPALI DELL'OVALE DI CARTEsio. — L'ovale di

Cartesio & una curva algebrica di quarto ordine avente una cuspide in cia-

v}
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punti eielic suo piano. Le tangenti cuspidali, in questi punti,
nel foco straordinario (x=y¢ , y =10) della curva.

ciasecuno dei punti eiclici si possono condurre alla curva, ancora,

tre tangenti in punti al finito. Dei nove punti d'intersezione (fochi ordi-
narii della curva), quelli reali sono i tre punti E, , Es,E; dell'asse .

La serie delle ovali di ( sio confocali, delle curve, cioe, aventi gli
stessi fochi reali e, quindi, anche gli stessi fochi immaginarii, & rappresen-
tata da ciascuna delle equazioni A), B), D). Facendo variare il foco stra-
ordinario si hanno le diverse 1 della s¢

Le curve reali della serie precedente si dividono in due sistemi: uuno
si ottiene facendo variare o fra » L oo, l'altro facendo variare o fra 00

ed e.. Scambiando il senso positivo dell'asse z 1 due sistemi di curve si

scambiano fra loro. A valori di o compresi fra ed ¢, corrispondono curve

immaginarie

del piano passa una ecnrva apparftenente a ciascuno dei

retto. Due

leste due curve s incontrano ad ang

|
1

curve dello stesso sistema non hant quindi, punti reali in comune.

P o—ce; (1=1.2.3) la curva si riduce al cerchio (. di equazione
contato due volte. I cerchi C, e C 0 rtengono come curve
limiti a ciascuno dei due sistemi di curve reali che c ngono la serie
confocale e s'incontrano, gquindi, ad angolo retto. C, é \Tio

Un' inversione rispetto a ciascuno i C; tras na ina delle

curve della serie e, quindi, la serie in se stessa.
Ooni curva ;1“!.'z‘va’lli.!li,:; u] siIstema o > , € comp( a 11 due ovali

spetto al cerchio C, e, quindi, una interna,

distinte inverse una del

I'altra esterna allo stesso cerchio. Ciascuna di queste ovali incontra ort

nalmente il cerchio C;; ha 1'asse z per asse di simmetria ed é situata nella
: Mo 0
regione del piano 1n cul T >—g"

e, per enunciarle, basta scambiare, negli enunciati pre

Proprietd analoghe valgono per le curve

cedenti, B, e C, con E; e C;
La serie di eurve confocali formata dalle ovali di Cartesio & il doppio
sisterna di linee ortogonali che nella rappresentazione conforme determinata

dalla funzione di variabile complessa
J,‘j‘/’/’ Plxz =+ 27) ,

P essendo la funzione ellittica di Weierstrass con invariante reale e posi-

tivo, corrisponde al doppio sistema ortogonale formato dalle rette z = cost,

.7/ == (,‘(J*t,
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6. INTERSEZIONI DELLA CURVA CON L'ASSE #. — Ci riferiremo, d'ora
in poi, soltanto ad una curva del sistema ¢ >>e,. L’equazione da cui di-
pende la determinazione delle intersezioni di questa curva con 1'asse 2 &
un’equazione di quarto grado riducibile quando si suppongano note le guan-
titd {/o — e, . Queste intersezioni si possono ottenere, facilmente ed in con-
formitd Aalle diverse proprietd metriche di definizione della curva stessa,
cercando i punti dell'asse x che soddisfino alle condizioni

(11) 1/o— e (x—e)==1o—e (& —e) ==L (e, —¢) 0 s .
Chiamando x, , 2, ,®;, x4 1 valori di 2 cosi determinati e supponen-
doli ordinati per ordine di grandezza decrescente, avremo

n=0+1(e—e)(e— ) +1le—e)le—e) +1(e— ) le—a),
\ re =10+ 1/(0— e:) (0 — (e—e) V/e—e) (e— e) —1/(e— ) (e— 1),

(’_](9_”3)((; +"0_"l)‘9*@s_l ’A<"|D 1),

‘u=y—lwﬁww~w)—1w—mum—w+-0475@:5.

I

Da queste formole ricaviamo

Z— 6 = (17¢ P en -+ 1 Qr ;7(:.3) 0 720h “+ 1o — &)

zo—e=(o—e —1e—e)(/o—e —1e—es),
e quindi
(13) (,‘f\ ’*"1)(~":—¢)1):H‘i’-

In modo analogo si mostrerebbe che

(23 — 1) (04 — 0)) =

32 .
\ =
(13") (Zy — ¢3) (x5 —e)) = RE | (@

&) (x4 —es) = Ri;

(@ir— ('¢) (:I/'l =g ’«"J) — H“l ('/".‘ = (”J\) (-1‘,’1 — (’3) = R‘

dalle quali si deduce che le due coppie di punti (z,,2.), (23, x,) sono
coppie di punti inversi rispetto a C,, che i punti di ciascuna delle coppie
(2, , 25) , (22 . 2,) sono inversi rispetto a C; e che quelli di ciascuna delle
coppie (z;,24) , (@2, @) sono inversi rispetto a Cg.

7. Le ovarLt pr CARTESIO COME CURVE APLANETICHE DI RIFRA-
z1oNE. — L'equazione dell'ovale di Cartesio, sotto una qualunque delle
forme A), B), D), contiene simmetricamente e, , ey, e3. Per conseguenza la
totalith dei punti reali che costituiscono la detta curva contiene i punti
veali dei diversi luoghi di punti rappresentati dalla diverse equazioni

(]’1) 1 0 — Ci+2 /‘l'+lj-"0_"1+1/'uc‘_

%




S ———— S

Non a tutte le equazioni precedenti corrispondono. pero, punt eali. Notando.

infatil, cne

142 e

per nessun punto reale pud essere

o — -+ 10— — (

y N
Tern bbe
g ne errebne

— = .
o — _;_ 1 — — Di— — - ) —

ln modo analogo si dimostra che non possono essere soddisfatte d
5 I e da

punti reali le equazioni

oY — €)' 75 G — = ~ /o —
i = [ — — | _—
giacche, dalla prima, discenderebbe
e — = =l — — o —e 7y =\b—¢€) )0 —
© seconda
Vo — e — 7)) > Y@= 61 7s— Ve s 71— (61— 6&3) J 0 —

In corrispondenza ai due fochi E, , B, possono, quindi, essere soddisfatte

to le due equazioni

possono essere soddisfatte soltanto

E,, soltanto le due equazioni

e, corrispondentemente ai due fochi B,

\ Vo —ers Vo —er,=(2—¢)V0—ea

(14") ' b

[ Vo—er:—TVe—er=(:—é&)le—ea,




la prima equazione di ciascun gruppo essendo soddisfatta dai punti dal-
I'ovale interna a C,, la seconda dai punti dell’'ovale esterna.

Rispetto all'ovale piu grande, dei due-fochi E,, E,, uno ¢ imma-
gine virtuale dell'altro; mentre, rispetto all'ovale piu piccola nessuno di
essi pud essere considerato come immagine reale, o come immagine vir-
tuale dell’altro. E, se O & un punto di questa ovale, il raggio rifratto
di B, O e il simmetrico, rispetto alla tangente alla curva in O, del raggio
OE,.

Quando si passi a considerare il comportamento ottico delle due ovali
rispetto alla coppia di fochi E;, E,, ovvero E;, E,, bisogna considerare
separatamente le due parti in cui ciascuna ovale é divisa dal cerchio Cs.
Rispetto alle parti di queste ovali che sono esterne a C,. i fochi E;,E,
si comportano, precisamente, come i fochi E,,E,. Rispetto alla parte del-
I'ovale piu piceola, interna a C,, E, e immagine reale di E;. Invece, se
O & un punto dell’'ovale maggiore, interno a Cs, il raggio rifratto di E,O
¢ il simmetrico di OE,, rispetto alla normale, in O, alla linea.

[ due fochi E,, E, si comportano allo stesso modo rispetto alle due
ovali e, precisamente, nello stesso modo nel quale si comportano rispetto
al cerchio €, di euni costituiscono una coppia di punti aplanetici. Solo &
da osservare che, rispetto a C,, oltre alla coppia ricordata, conformemente
ad un teorema di Waeierstrass, ve ne sono infinite altre disposte su due
cerchi concentrici a C,, uno interno e l'altro esterno a C, stesso. Per cia-
scuna delle parti di ciascuna delle ovali, esterna a C;, E, & immagine
virtuale di BE;. B, se, infine, O & un punto gualunque della curva, interno
a (s, il raggio rifratto di B,;0 e il simmetrico di OE, rispetto alla nor-
male alla curva in O.

8. CASO PARTICOLARE IN CUI UN Foco E ALL'INFINITO. — Nel caso
particolare accennato la curva aplanetica (¢i limitiamo ancora alla conside-
razione di una sezione normale della superficie aplanetica corrispondente
rispetto al punto all infinito P e ad un punto Q. al finito, & il luogo dei
punti tali che la somma, o la differenza, delle distanze di un punto della
curva da un certo piano fisso « e dal punto Q, moltiplicate per due costanti
positive 7, , n,, rispettivamente. sia costante. Scegliendo come asse @ la retta

54

condotta per Q nmormalmente ad «, chiamando con e l'ascissa di Q e spo-
stando, se occorre, parallelamente a se stesso il piano e, quando l'origine
delle coordinate si scelga in modo oppurtuno, 1'equazione del luogo si pud

gerivere sotto la forma

(15) =l : ('} + e ' (a e 2 =0,

n, essendo 1'indice di rifrazione assoluta del mezzo in cui si trova il foco



nrecedente risulta subito

nfinitament 1itano. Dall equazione pu
/
) L =

a quale & una conica di eccentricit

jando fissi ) 1 "indice relativo di rifrazione

Lasciandl )
— d d n ) ) f ( 1 { 160 ¢conl
— Sulla influenza dr altcune sostanze 0r-

o delle piante. Nota IT del Socio G. CIAMICIAN

e di C.

Nella nostra prima Nota su questo argomento (') abbiamo descritto
alcune esperienze dirette a metfere 10 rilievo 1 1 ifluenza che alcune sostanze
organiche esercitano sullo sviluppo del jantine segnatamente di fagioli

1ocliati e cresciuti sul cotone idrofil prove fatte allora si limitarono
'Vu pitrile mandelico in comparazione coll'acido ecianidrico e l'amigdalina e
1d alc itutto la nicotis d inoltre la morfina, la stricnina
e la micliori si ebhbero col nitrile mandelico e con la

she queste esperienze non furono esaurienti perché le

mero troncate prima che le piantine avessero raggiunta la

volendo esaminare a tempo debito il loro contenuto in relazione

1 sostanze somministrate. Appariva pero necessario ripetere le prove con
gueste sostanze ed estenderle a molte altre per vedere le lifferenze di con-
Legno che lb' plantlne 11 dg1011 presente 100 al ‘I]" I'S1 H)Uj"-“[:” chlmicl.
Appariva pure opportuno non limit: le esperienze ai gioli ma esten-
derle ad altre piante. A questo proposito vogliamo dire subito che 1 fagioli
massime quelli comuni dal seml screziat n rosso si mostrarono, fra le

piante da noi esaminate, le piu propizie a tall esperienze; il mais, le bar-

a parita di condizioni. assai meno sensibili alle

babietole e il tabacco s
sostanze ,j;, nol sperimentate: Lpini se anche ne risentirono | azione non
modificarono mai il loro abito.

Le sostanze sperimentate furono, oltre al citato nitrile mandelico, gli
LIC(

i benzilico e salicilico (saligenina oli acidi benzoico e salicilico allo

stato di sali potassici; la vanillina nolo e il tannino: gli acidi amidati

alanina ed asparagina; l'acido urico e la xantina allo stato di sali potassici

omparazione con la ca la piridina e la piperidina in comparazione




