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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Fisica. — Sui motori sineroni senzu eccitazione considerat;

come circuiti di autoinduzione variabile. Nota del Corrispondente
0. M. CorBINO.

Questa Nota sara pubblicata in un prossimo fascicolo.

Analisi. — Sopra Uintegrazione approssimata delle equazion:
differenziali. Nota di G. ARMELLINI, presentata dal Socio TuLLio
LEVI-CIVITA.

I. Mi propongo di esporre in questa Nota un metodo per 1'integrazione
approssimata delle equazioni differenziali; metodo che io spero di poter
applicare in Note seguenti ai problemi fondamentali della Meccanica celeste.
Il procedimento da me ideato, come i lettori vedranno, & estremamente sem-
plice. Ma poiche, non ostante le ricerche in proposito, non mi & stato pos-
gibile di rinvenirlo in alcun trattato o Memoria, e poiche d'altra parte mi
sembra che esso possa essere utile non solo nella Meccanica celeste, ma
anche in molti problemi pratici, mi sono deciso di comunicarlo all’Accademia,

2. Supponiamo dunque di avere un sistema differenziale di ordine .
Con procedimenti di natura algebrica noi possiamo immaginare di averlo
ridotto ad un'equazione differenziale di ordine 7 tra la variabile indipen-
dente 2 e la funzione incognita y:

(l) ‘,/(m) —— F(,]) ¢ f/ . .,/I | !/n L I’/(m_”) .
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Supporremo che Ja (1) non si sappia integrare direttamente. Prendiamo

allora sull'asse delle o un intervallo arbitrario p. es.

(@)
@ proponiamoci di studiare in questo
definito dalle condizioni iniziali

Ui (m-—
—Ay... ’,"'" V—12,, per r==~b

J

0 o=C

\l

intecrvallo un integrale particolare y

y=2i y=h ¥

dove le A; sono grandezze date a piacere. B questo il problema che pin

interessa nei casi pratici.
Supporremo soltanto I'esistenza in tutto 1'intervallo dato delle deri-

vate y™ di tutti gli ordini, e

derivate assumono nel punto

supporremo ancora che i valori che queste

r = b cioe
)'A } pR=de ’lr’—A }'rr‘. ';wrm-! s ’i-h ORI

non tendano all’infinito al crescere di k. Queste condizioni sono verificale

nella grandissima maggioranza dei casi pratici, e di piu esse somo suffi

cienti ma non necessarie per V'applicabilitd del metodo, onde il procedimento
ha una portata pi ampia.

Tnutile agziungere che tutte le A debbono riguardarsi come quantita

note: infatti noi conosciamo le prime m _1 tra esse; derivando dunque

la (1) e ponendovi z =1 abbiamo immediatamente 4, qualunque sia 1'in-
dice h. .

3. Cid pOSt"), noi ci l):”["-r]i“ no di risolvere il seguente p[‘ﬁl\lu]ll'O'
Scelto ad arbilrio un numero n intero e posilivo Si domanda dz

elerminare S ,Brienli coslanli (

determinare n -1 coeffcien i do @y - . 9 i modo lake che, rap-
pi’eseulamlo Uinteqrale parlicolare Y col polinomio

9 ]

£ — ey Lt

(3) Y,=a+ 0z 1 22" T boan

' 077 ms ol rocontazione nell e e T 7
Ierrore medio della rappreseatazione nell intervallo arbitrario PR s

risulti minimo, rispetto ad ogni altro polinomio di grado n
Chiameremo questo tale polinomio Y, col nome di « Polinomio d
Lib b L !
massima approssimo:1one di graso .
Anzi tutto occorre dimostrare 1'esistenza e I'ynicita di un tale polinom
/ LLa [ ale po omilo
A tale scopo bista ripetere, con poche modificazioni, 1'analoga d
= SR DI , Lanaloga dimostrazions
ata nei Corsi di Analisi, per provare ‘esistenza e 'uni i
S 5] il Wisi, per provare l'esistenza e 'unicitd dei polinomi di
. SRV Jatar 0 all termi 1
¢ e:ulr‘d(- )- Trh\mwll) ora alla determinazione dei cocfficienti.
_ Cominciamo ad osservare che se alier I
: 5 5 che senza togliere nulla alla generalita
del metolo moi possiamo sempre supporre uguale allo zer y
[ pporre uguale allo zero quell estremo

dell' intervallo per cui non sono dafi i valori della 7 e delle sue m — 1

1 T
() V. p. es. E. Borel, Legons sur les fonctions de variables réelles, Ch. 1V, pag. 82
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derivate. Nel nostro caso supporremo dunque ¢ =0 onde & sard una quan-
tita positiva.
Cid posto indicando con /% un intero positivo arbitrario costruiamoci
I"integrale definito
*b
(4) Sk = ‘ yzt de .
0
Avremo, integrando per parti,

)\+l b 1 b Tk*l b
5) 8 _( L Ry ,lz(yv, M
( R\ pm > /;4—1"01” s\ e,

I/J)H-- )b ‘] 27 nR+2 e
(/c—i—l & ¥ 2) 0+(/L+1)(/c+v)£“‘ s

b

yxk+! phi+2 b 7 pk+3 \b
(/c—}—l) ((H-/n) 4+ 2) )o+((/;+:)(/ EED kH-.)))

7/ pk+4

—((/c+m/f+ 2) (k= 3) ( A+4') T

¢10e sostituendo:
2 Ah 2,52 7, B3

6 S'_L!/I+l\ oLl
&) Ey e Sl

VBT =0T

{Fin i

Ora le 4, sono quantitd note, finite e determinate, e di pilt esse non
tendono all’infinito col crescere di 4. B chiaro dunque che la serie al se-
condo membro della (6) & certamente convergente qualunque sia il valore
di 4: dunque S; deve rignardarsi come una quantitd nota qualunque sia
I"indice £.

In particolare per # =0 abbiamo

b A b A, b2 A, b3 )

o { : ‘
(7) So = '////(L':/)}l—‘_)l!—}— 2 ——TJ—H-\.

Inutile aggiungere che S, rappresenta l'area racchiusa tra la curva
integrale, 1'asse delle =, l'asse delle y e la retta x=24; arca che pud

1

S, ) . 3
quindi esattamente calcolarsi. Cosi — da I'ascissa del baricentro, la S, da
0

il momento d'inerzia rispetto all’asse delle y ece.

5. Cio posto, rappresentando, in via appiossimata, 1"integrale partico-
lare y per mezzo del polinomio Y, dato dalla (3), I'ervore medio E, che si
commette nell’intervallo & = @ = 0 & cspresso, come e notissimo, dalla
formola :

(8) o ‘/‘('(Yn—,'/)? do =
(ks

b
= /1 f Yao + ax + az a4 - - @, x" — y |® da
4 0
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scegliere le 7 1 costanti a@p @, . .. @n

(=2

Ora noi ci siamo proposti di
in modo che l'errore E, risulti minimo. Poiché esse sono indipendenti

1i loro avremo le 7 -1 equazioni

tra

B, E, RIS 2B
(Y) —— = = = =—=0.
A, 2@, s [/
Eseguendo le derivazioni le (9) divengono :
b b
| ydo = h (2o + a1z + ayx* 4 - an x") dx
) 0 <o
b ~b
(Pyzde = [ (@t @z tazt+- - ana™) xdz
~ 0 <0
| (10) b ~b
‘ 1 yxt dx = | (aq+ a2zt aax® - - @n ") tdx
) Jo

| “{/

0

b

//;l.‘“ dor = | (@, + a X + a.z.l'g +

0

¢ioe effettuando 1 caleoli

/3 b® U.g// On 0

Dy = ( D= —— — - —
4 s 73 T a1

2 2
\ g _ b  aw
/ HRAT JE=— —‘*
11) 2 n—+ 2
( @, b ay b2 ds D5 A, 2!
= =

= e :
! /1—{—1 /:—{—2 [ n—+ 3 2n 1+

Ora le quantitd S, S, ...

visto: anche la #» & nota. Le (11) formano dunque un sistema di n-1
equazioni linearl algebriche tra le # -1 incognite ao @, ...a,. Il deter-

minante dei coefficienti D, é dato da:

S, sono perfettamente note, come abbiamo gia

; 5 b 7/7/ }{”'l [ ] 1 1
2 3 1 —J[— 1 2 3 7 + 1
bt b 7k pn+2 | 1 | | 1
| 3 et = -
| b L 2 | i 2 ] 4 7+ 2
[ i
| ‘ )
i 5
i 7//:71 _/A/”-h’ ;/‘zn-o-! | | | l
ln¥1nt+2 2041 n+1n42nF+3 2n41
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ed ¢ quindi diverso da zero. Risolvendo allora il sistema (11) possiamo
immediatamente conoscere ¢, @, ...a,; con che il problema, che ci siamo
proposti, resta completamente risoluto.

6. Termineremo dimostrando che /'errore medio B, tende a zero col
crescere di n. Intanto é evidente che, se ¢ m >z, si ha B, = E, giacchs
Y, pud essere considerato come un particolare polinomio di ordine 7 in cui
1 primi 7, — » coefficienti sono uguali allo zero. Poiché dunque E, ¢ una
[unzione Sempre posiliva e decrescente (o almeno non mai crescente) d7 = .
¢ chiaro che quando n tende all’infinito essa tendera ad wn limite posi-
tivo o. Avremo dunque
(12) lim B, = o

n=oco
Resta ora a dimostrare che ¢ ¢ uguale allo zero. Infatti per un » qualsiasi
si ha E, = o. Allora chiamando con w, il massimo valore che la quantita

|Y,, — 7| assume nell' intervallo 4 = = = 0, dalla (8) risulta
(13) u,=E,=o.

Ma la y, secondo la nostra ipotesi, € una funzione continua. Dunque,
per un teorema di Weierstrass ('), data una quantitd & piccola a piacere
possiamo trovare un polinomio tale che l'errore massimo w, risulti minore
di &; percid secondo la (3) dovrd essere ¢ < e. Ma allora la quantitd po-
sitiva o, dovendo essere minore di ogni grandezza assegnabile &, & certa-
mente uguale allo zero. cardRus

Matematica. — Derivazione intrinseca nel calcolo differen-
ziale assoluto (*). Nota di U. Cisorrti, presentata dal Socio TurLio
LevI-C1vITA.

I noto che i metodi del C. D. A. si basano sulla considerazione di
una forma differenziale quadratica positiva

(] ) P = \T'.N ars day dzs

che si denomina fondamentale, in n variabili indipendenti @, @y, ...,

I suoi coefficienti ars, i rispettivi elementi reciproci ats e gli elementi
differenziali sia di primo (simboli di Christoffel) che di secondo ordine
(simboli di Riemann) intervengono nelle formole del C. D.A. In particolar

') Weierstrass, Berliner Sitaungsberichte, 1885. V. anche Borel, op. cit., pag. 51

e segg.

(*) Ricei et Levi-Civita, Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applica-
tions [Math. Aanalen, B. LIV (1900), pp. 125-201].




