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Ma per la (I) (per m=1) si ha

ddpt . ~ \lq) |

L TS e L R &

/,/.l‘y/ plty =t T/, I /./.,/. ’
d’altra parte dalla (3) si ricava

S
l/:/h/——_ »I_[.’/,‘/”’ At A./ q

per cui la (7°) tenuto conto di (9) diviene ancora
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Quest'ultima sommatoria, per le (2) e tenuto conto delle (9), facilmente si
verifica che eguaglia 1 ultima sommatoria del secondo membro delle (6);
per cui portando nella prima sommatoria del secondo membro delle (6) la
sua espressione equivalente (7”) si ottiene senz’altro (I), ¢ v. d

Con procedimento inverso da (I') si ricava (I), pertanto (I') & equiva-
lente a (I).

Con ecriterio analogo partendo da (I,) e tenendo conto delle (27) st pud
constatare 1'equivalenza di (I,) é (I).

In quanto alle identitd (I1) esse possono dedursi sia direttamente ap-
plicando la regola di derivazione contenuta in (1), sia con procedimento
analogo a quello precedentemente sviluppato partendo dalle identitd cova-
rianti (1T).

Matematica. — Problemi dinamici a due variabili che am-
metlono un integrale razionale lineare e fratto rispetto alle com-
ponenti della velocita. Nota del dott. B. pE CRISTOFARO, presentata
dal Corrispondente R. MARCOLONGO.

1. Considerando il easo in cui nel moto di un punto in un piano esiste i
un integrale della forma:

o By D,

A
Ao’ -+ B.y' + De B ol
dove A,,B,,C,,A., B:.C; sono funzioni finite determinate e ad un sol
valore delle coordinate x,y del punto mobile; a'.y" le componenti della
velocita ed 4 una costante, il Bertrand (*), pervenne alla determinazione
(") Mémoire sur quelques-unes des formes les plus simples que puissent présenter |
les intégrales des équations différentielles du mouvement d'un point matériel, Journal

de mathématiques, ser. 2% tomo 2 (1857).
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' dei coefficienti che risultano della forma
Al \/' , A,: = Q93 — ((91 .’/
B, =as:+ a7 By = s + @01 @

I
l

i mentre D, e D, risultano determinate da due equazioni del tipo:

| (AeDy — A D;=a13 — an ¥
(1) ({ B,D, — B, D:= @ | an 2

in cui le @ sono costanti.

. 3 Y 4 1nhie 0 9 . 1 n £
Se poi poniamo: A = 3 == @)\ s 033 ed indichiamo con «;; il com

determinante A del sistema (1) e:

plemento algebrico di @, 1

A=, — )T 1 %3Ys

|

‘ e le forze risultano determinate dalle due equazion

| A*X = a3 R @03 S = A(ay a;, )
() | A°Y =@ S+ s R=A(—ai;s+21Y)
in cui
R=AD =— s + ttss & — 33 Y
S=AD, =a;, — a7+ a3 .

2. Ora la ricerca del Bertrand pud essere completata e si riesce a ca-

[ ; : : P .
ratterizzare in modo assai semplice ed elegante i problemi in questione
| : e
) mercé un teorema enunciato dal Cerruti (').
Anzitutto & facile provare, che il problema é uno dei notissimi, Consi-
deriamo le rette
B— 0 S
il cui punto d'incontro M,. supposto «;, == 0, ha le coordinate
Zyig dy3
Ly — — g Yo =
//“ a1
Sostituendo nelle (2) si ha
3 7 | Qg
A')\za”:\(fj—f):ﬂ‘i,\(/ — Ty
(/2%
| s O3
AY =anAly — — ):f/n-r\(//u?/o):
a)
e pero la forza, di componenti X ,Y, e diretta verso il punto M,.
Il problema ¢ dunque wno dei notissimi in cui lo forza é centrale.
i)
| (*) Questo teorema fu comunicato, senza dimostrazione, dal Cerruti al prof. Marco-
longo molti anni or sono; di esso non pare siasi trovata notizia tra le carte lasciate
dall’illustre scienziato.
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Se fosse a@,, =0 le due rette R=0,S=0 risulterebbero parallele
fia di loro e la forza sarebbe quindi parallela ad una direzione fissa.
Nell’ipotesi che sia a,, &= 0, assumiamo la S=0 come asse delle z
ed il punto M, come origine delle coordinate. Risnlta percio

— ()¢

(g == (ly3 == (g3
e quindi posto
Gos o lag—0 s U1 Gas—A4 "5 @g— U

risulta
A=aqa,.v , R=an(assz+ as:97) , S=a..asy,

A=v+Aiz—+py,
mentre dalle (2) si ricava

2 2
U Ralrn ool apva Y — G- Qss-U3s.Y  au?vy

A R A° A

(3N E=—

Facciamo ora una trasformazione omografica ponendo:

-, ar Y dt
(4) B = Rl =

Si ha agevolmente:

2 = k(ar' — zA") = k[va'— p(ey — 2'y)]
\ dz
(5) dr ;
’ J] =k(ay — yn') = k[vy + 2 (zy — a'y)].
T

Moltiplicando la prima per 7, la seconda per & e sottraendo membro a

membro, e osservando le (4), si ha

/ d'/ '('E__.»’ PR
(6) e ‘f‘. o= k(zy — 2'y). |

Per la derivata seconda di & rispetto a z si ha:

d*E

P e — ey — =1,
(

ma ay’ —a"y=0 perché il moto nel quale le variabili sono « ed y o

centrale, quindi si hanno le equazioni

2 d?
; £,

=AMy .

o

dr
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Esse ¢i danno facilmente, per le (3):

perd anche Z[ moto del problema trasformato é centrule.
3. Dopo cid e facile trovare le equazioni nel problema trasformato.
Infatti, le equazioni del moto primitivo sono (posta eguale ad 1 la

massa) :

cioe per le (3), (4)

onde, posto

le (7) assumono la forma

d2E d*r
(8) = — @i ! — ¥
di® dz? 4

e queste sono le equaziont notissime del moto di un punto respinto dal-
Uorigine in ragione diretla della distanza. *

4, Vediamo ora qual’é la forma dell' integrale algebrico razionale fratto
del primo problema.

I valori dei coefficienti sono:

A=y —uasy Bi=as a2 ADy = )\ (ass 2 - 232 y)
Ay =@y —any , Bo=ta 0,2 |, AD, = a,) (23 4 202 y).

sicché risulta

[7)

35" = oy - a5, (2y — 2'y) + - (233 - a357)
4 V/
ST 3 e R - /1

A/ 4By 4D,

Ay’ 4+ B,y D, =3 a
. + 2 » "/:,'/"\L‘”u?f/ +”7.(7’.’/ = "y!-F ('Aﬂ(a!?'f‘f‘ a3 7)

in eni, a denominatore, per maggiore simmztria si- € ritenuto ancora a., il
che equivale a non fissare la posizione dell’asse /.
In tale caso &

//g-;.d‘ — g3 .039 = & ——7 1) Ugy . lzzg — oz . A 1 =—/()Q=). .

e per le (4)

& 5 ; a3
& (0337 4= @30 y) = 1,55 & - A307) A (@950 4= ty5 ) = 0,1 (a2a € - tge7).
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Indicando con &, 7' le derivate prime di &,7 rispetto a =, dalle (5)
¢ (6) si ricava:

koape' =8+ ay(Ey—n&) | hany = '+ (67— &)
¢ conseguentemente
ko [y &' = ass y' + usi(zy — x'y)] = 033 4 a5
giacche, per una nota proprietd dei determinanti. risulta

@g3 g+ Ay g - gy, = 03

del pari
ke, ’(1-23 B Qoo ' + ao(xy' — z'y)] = Ua3 & - oy 7,’

Quindi la forma ultima dell integrale nel problema trasformato e

&+ asen) + o(ass & + s .27‘) _5
(he

(g3 & L//",r -+ o (@o3 & -+ aqe

Ed & facile verificare che in virty degli integrali delle (3)

(9) f=pChwr 4 yShwt , n=0Chwr+sShor
in cui B,y,0,e sono costanti, si ha subito

(/J.(51+ A32 7," + o ( Li_t(,[ﬁll' Lo ass(f ‘]L‘ y) + dss (0 + §)
Q33 &'+ Ao | ©(22: & + a5:7) Aea (B y) =+ a2 (9 - )

= COSt.

5. Dalle relazioni
A:(“l;"’<,-3.l"3 NI G =

81 ricava

gostituendo in

e risolvendo rispetto a d/
/,“,‘,/,

l+(l| tY”I/‘)Z

//f——-'

CENRR SCE TS ST S

da cui, con una quadvatura, troviamo / espresso mediante z
Inoltre, poiché conosciamo gl’ inteorali del problema nel quale le va-
riabili sono & ,# potremo trovare tutti oli integrali del problema in cui le

variabili sono # ed y. Resta dunque provato il seguente teorema del Cerruti:
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Trasformando con le formole

)]:Z S —c A\

il problema del moto di un punto atiratto da wun ceniro [isso proporiio-
natamente alla distanza, si otlengono luiti quei problemi di meccanica

che ammettono un integrale della forma

All'f"*‘nl.’/' D, cost
— = 4 . — cost.
2,2+ B.y+ D:

Il teorema perd, non vale piu nel caso di tre variabili, come sara mostrato

in un prossimo lavoro.

Matematica. — Swulla teoria generale delle corrispondenze
birazionali dello spazio. Nota I di D. MoNTEsaNo, presentata dal
Corrispondente R. MARCOLONGO.

Uno degli argomenti pin importanti trattati da Cremona nelle sue clas-
siche ricerche su le corrispondenze birazionali dello spazio, riguarda le linee
fondamentali di 22 specie, le linee cioé basi dell'uno o dell'altro dei due
sistemi omaloidici collegati alla corrispondenza che non sono segate fuori
del gruppo dei punti fondamentali dalle linee basi variabili dei fasci del
sistema.

Cremona, fondandosi sull'esame dei tipi particolari di corrispondenze
sino allora noti, affermd che due linee fondamentali di 2* specie omologhe
godono la proprietd che la multiplicitd di una delle due linee pel sistema
omaloidico di cui & base, & eguale all’ordine dell'altra.

Tutti i geometri che dopo Cremona ebbero ad occuparsi in qualunque
modo dell’argomento, ritennero vera ed enunciarono senza alcuna restrizione
la proprietd indicata. non prendendo in esame la parte sostanziale della qui-
stione che consiste nel ricercare le particolarity che acquista la rete di su-
perficie omologa in uno dei due spazi ad una stella dei piani dell’altro spazio
che ha il centro in un punto generico di una linea fondamentale di 2*
specie (1),

Ora il teorema indicato non regge in ogni caso, perché in generale per
-

due linee fondamentali di 22 specie omologhe accade che [a multiplicita di
una di esse per il sistema omaloidico di cui ¢ base, ¢ un mulliplo del-

(*) Veggasi fra gli altri Sturm, Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften,
vol. IV, pag. 542,




