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Meccanica. — ds* einsteiniani in campi newtoniani. 11: Con-
dizioni di integrabilita e comportamento geomelrico spaziale. Nota
del Socio T. LEevI-CiviTA.

Lo scopo principale delle presenti ricerche, gia dichiarato nella Nota I.
¢ l'integrazione delle equazioni della statica einsteiniana negli spazi vuoti
(piu precisamente, a tensore energetico nullo). A dire il vero, i rvisultati
che ho finora raggiunti non mi consentono di attribuire alla parola inte-
grazione la sua accezione completa di costruzione dell integrale generale,
ma quella pii modesta di determinazione di alcune notevoli categorie di
soluzioni. Riservandomi di indicare a suo tempo i criteri di semplicitd ana-
litica e di interpretazione meccanica, che portano a queste soluzioni, dovrd
intrattenermi ancora un po’ (e non soltanto in questa seconda Nota) su
considerazioni preparatorie.

Qui mi valgo della geometria intrinseca come strumento di calcolo
per dedurre ed illustrare le condizioni di integrabilitd. Col procedimento
adottato, esse si raggruppano tre a tre [cfr. n. 4]. Un gruppo involge sol-
tanto le differenze delle curvature e le anormalitd delle congruenze prin-

cipali, e porta [n. 5] ad una razionale classificazione delle soluzioni « priors
possibili in due grandi tipi A) e B), dei quali il secondo offre assai pin
del primo prospettiva di successo a chi si accinga alla integrazione eflet-
tiva. Tale secondo tipo presenta a sua volta tre sottocasi [n. 6] con carat-
teristiche geometriche nettamente distinte.
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L'ultimo sottocaso B,) si integra a vista [n. 7] e costituisce 1'equiva-
lente einsteiniano di un campo di forza costante. Lo spazio ambiente rimane

1;,

orosamente euclideo; le linee di forza sono rette parallele, ma la inten-

S1U

a della forza (in senso statico) & costante soltanto in prima approssima-

zione; riesce invece ancora rigorosamente conforme al caso dei gravi (fun-
zione lineare di una coordinata cartesiana) 1'enercia posizionale di un punto

materiale posto nel campo.

Ho a

8] un'ovvia riduzione delle equazioni di partenza a

quella forma i

S0tto cul s1 sono ricavate le loro condizi di inte-
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anche le direzioni, corrispondenti; con A4, 2;, (r=1,2,3) i sistemi coor-
dinati contravariante e covariante della congruenza [Z]. Sussisteranno le
relazioni di ortogonalita
Q = 2 am -
(3) lr""”/h‘ = SiK (/s —=S1FE 3|
col solito significato delle &; (0 per /== % e 1 per i =#Fk).

La derivata di una qualsiasi funzione » rapporto all’arco /; della
linea 7 & evidentemente espressa da

dv

3
e NS (D)
(4) TRt

le v, rappresentando [come gia nelle (1)] derivate (ordinarie, o, cid che fa
lo stesso, covarianti) della funzione ».

Gli invarianti differenziali di prim’ordine relativi alla terna sono (tutti
e soli) i coefficienti di rotazione di Ricei:

(:)) Yhik — — Yink = i"‘/ /-\m,,,, }';r) /.»;;r]‘ (/L SO /( — 1 i .l . 3) .
1

Tra gli invarianti di secondo ordine meritano speciale attenzione i secuenti:
g I g

] dyin dyijk -
(6) Yij,hk =— ’/’/_ = *(//* + > nr ;)’UIN)’/UM. — Yh'kn) + Yn'ik Ya'jp — Ynlin }’h'_m-:
k h

i

)

(s 7L 10 ==l 2 8)) -

legati ai simboli di Riemann e ai parametri di divezione della terna dalle

relazioni
” . (") () 1(D (D
(7) Yok = D pong Brspg A7 A2 AP 2@
1
Giova ricordare altresi che, per le varietd ternarie — ed & il caso nostro —

le y con quattro indici si riducono sostanzialmente allo schema

N oy ) A e ==
(“) Yik = Yki Yit1li+e, k+1 k+o = YVie2ie1, k+1k+2 = — Yit1i+2, k+2k+1

(il = 2 6

colla solita convenzione di risguardare equivalenti gli indiei che differiscono
per multipli di 3.

Le yy s1 comportano rispetto ai simboli a;; di Ricei come le y a
quattro indici rispetto ai simboli di Riemann, avendosi. in luogo delle (7),
le formule pilt semplici

ot T8l NG 2 (D
(7 k= 2 _rq &yq A ’Q,‘- )
I




che si possono anche scrivere sotto la forma equivalente

LAY
(¢ ) ((7:):

Se ne trae, per derivazione covariante,

. S ) Yww / ) =gk !
Frpg = 2 ww )~y A0 Aip T 0k (Airg A T AR (

A queste equazioni covarianti (rispetto ai tre indici p,g,7) se ne possono
sostituire altrettante singolarmente invarianti, col eriterio abituale di satu-

rare gli indici. Basta moltiplie

per A" AP 1P e sommare rispetto ai tre
indici p,q, 7
Badando alle (3) e (5), risulta

@Yin | N (o | 2
] i 2_; \Vsn Yjik =T Vij Yjnk)

G

S 1) 1D (D __
Z_rpg Qrpg Ay Ay Ay =

3. — TRASFORMAZIONE DELLE CONDIZIONI DI INTEGRABILITA

E DELLE EQUAZIONI DI BIANCHLI.

La stessa saturazione degli indici (moltiplicazione per A4

somma rapporto a p,¢,7) pud essere applicata alle condizioni di
bilita (1).

integra-

Giovera preventivamente immaginare sostituita nell'ultimo somma-

- 3 //‘y

torio, al posto di , I'espressione [equivalente in base alle P
‘ press [eq )as (4)] P TR
Ove si tenga conto altresi delle (8), (3), (4) e (7), si ricava
(9) ’/&_L/Lf\ Vyin ik — YinViim == ¥i (Yink — Yikn) }
\ ///)- 'Z/h - IWELEF 13k /jith T Vij\/jhk /ikh
78 da - dy
4y = ()
AL u"/: Yik ////»‘ —)~’ )l"')‘" ///) .

Nell ultimo termine compariscono ancora le y con quattro indici, che si
riconducono, quando si voglia, a quelle a due, in base alle (6'). Basta pren-
dere le mosse dall’osservazione che i primi membri delle (9) sono emisim-
metrici rispetto ai due indici %~ e %, cambiando unicamente di segno, quando
81 scambiano % e k. Si pud pereid limitarsi a considerare nelle (9) tre com-
binazioni semplici dei due indici % e %, per es. le seguenti:

h=i-1 k=i+42;
=1 -2y :
h=1¢ ===l
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si attribuiscono a 7 i valori 7,71 ,742 (e si tien presente che yiinx=0)
si riscontrano nello sviluppo del sommatorio sole y a quattro indici dello
schema (6'), ossia y a due indici. Mi dispenso dall’esplicitare questo cal-
colo in generale, dovendo riprenderlo tra un momento con referenza alla
terna principale (anziché a congruenze ortogonali qualisivogliono).
Completo intanto le formule non specializzate, attribuendo col Ricei (*)
forma intrinseca anche alle equazioni segnalate dal Bianchi, cui soddi-
sfanno identicamente le derivate dei simboli di Riemann. Esse possono

essere secritte (*):

3
ﬁmmmwwf~geﬁ=o (= 11,%,3)
dove

3
21l P
Grp = __Tjh a9 i no

3
e G 8 il relativo invariante lineare ,Vrp a"® Gy, . Per le varietd a tre di-
S
mensioni si ha (%)
S Grp = arp — ONotyp,
quindi
G=—290,
Grpg = trpg— Mg trp

e le precedenti equazioni possono essere scritte
,3_
S g Crpg =10

ppit

Saturiamo anche 1'indice », moltiplicando per A{” e sommando rispetto
ad ». Tenendo conto delle (8),"si ottiene

> dym 3
(10) 2 g -+ 2k (ynx Yhix =+ vin Yax) = 0.
4. — RIFERIMENTO ALLA TERNA PRINCIPALE.

Se le tre congruenze [17,[2],[3] costituiscono la terna principale
di curvatura (o una di tali terne nei casi di indeterminazione) (%), si ha

(11) Yik = &ix ©; (¢,k=1,2,3),

(*) Sulle superficie geodetiche in una varietd qualunque e in particolare mells
varietd a tre dimensions, in questi Rendiconti, vol. XII (1° sem. 1908), pp. 409-420.

() Cfr. 1a Nota Sulla espressione analitica spettante al temsore gravitazionale
nella teoria di Einstein, ibidem, vol. XXVI (1° sem. 1917), pag. 388.

(%) Statica einsteiniana, ibidem, pag. 468.

(*) Ricei et Levi-Civita, loc. cit., pag. 168,
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essendo w, ,w,,w, lo tre curvature principali, cioé le radici della equa-
zione cubica
||@x— waix||=0.
La loro somma (curvatura media) & 9o = :\_.r: a'® e Si pud quindi,
1
mettendo in evidenza le w, assumere la (I)%sotto la forma

(I*) W), = w; + 03 = 0.

Introduciamo nelle ( 0) 1 valori (11) delle y;, ed esplicitiamo distinouendo
i tre casi gid indicati al n. precedente. In base alle sole (6'), che in virtd
delle (11) dlwugouu

Yh+1h+2, k+1 k2 = = &pg Wy
(e all’annullarsi identico delle Yiin » Vii,nz), risulta materialmente:
h=i41,k—=i42,
(12) Wit) Yivriiee — Oive Yivoiivr T Oi(Yiis1i+e — Yiirsiv1) = 0;
7 1.9 7
per h=1¢-}2, k=
(13) do; dv Ay
Q = L e ; el S e =(:
o) ] T Wi YViivsi Wy @it ’
11[5‘2 - - Aliye _'_ d/,_,_ﬁ
Per h=i,k=i-41
dw; dy v
(14) 7] — Wiy Yiv16i,— Of Yiiv14 + =T 7— Wiy, = 0
Whi4 Uliy Aliyy

Le y con tre indici distinti, che sole compariscono nelle (12), si possono
(attesa la emisimmetria rispetto ai due primi indici) rappresentare con una
notazione piu comoda, ponendo

(15) Yi= Yit1i+2i = — Yitoi+1i
Con cid le (12) divengono
— Wi Yivs — Oivs Yier + 0 (Vizo = 7i1) —0/;
le quali, introducendo le mutue differenze delle curvature principali

(16) 0= w0 — oy, ,

si semplificano ulteriormente in

dli-t—l Yi<1r— ()[+‘.Z Vive «
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Val quanto dire che le (12) si riducono a due sole algebricamente distinte
esprimenti che il prodotto

(“” ()V,')‘,‘Zm (Z:] )d)

¢ indipendente dall*indice 7 .

Se, nelle (13), si cambia 4 in 44 1 (il che implica 7 -1 in /- 2
e -+ 2 in ¢). e pol, senza toccare l'indice 7, si serive materialmente /%
al posto di 71 e j al posto di -2, si ottiene (invertendo anche il
segno)

L dwy dv
(IV) '//: ;*(wi"—ﬂ)/s)Y);iig”}‘(T/i(UI;;— w;) =0 .

A questo stesso schema si riducono le (14), cambiandovi prima 7 in 7 - 2,
e poi scrivendo, senza toccare ¢, 4 in luogo di -2 e j in luogo di 7--1.
In definitiva, le (IV) sostituiscono opportunamente entrambi i gruppi
(13) e (14), coll’intesa che ¢,k ,j rappresentano (re indici distinti.
Accanto alle (III) e (IV) vanno pur prese in considerazione le (10),
che esprimono anch'esse condizioni di integrabilitd (valide per qualsiasi
varietd a tre dimensioni, a differenza delle (III) e (IV) che provengono
specificamente dalle equazioni di Einstein). Tali equazioni, riferite anche
esse alla terna principale mediante le (11), assumono l'aspetto, gia segna-

lato dal Ricei,
w;

17 e 7,((:).—0)]/.-‘=()‘
( ) {//'_ 'x—" k i) Yhik

Sotto questo aspetto si vede subito che si tratta di condizioni gid im-
plicitamente contenute nelle (IV). in virth delle (I*). Infatti immaginiamo,
nelle (LV) stesse, di attribuire a % i due valori diversi da 7 e di sommare.

I primi due termini, per essere nulla la somma delle @, dduno — — ;

gli ultimi due si elidono; alla somma dei medi si pud anche aggiungere
I'addendo (nullo) corrispondente alivalore % di 4. Risulta cosi

l/(:), | )
— —— N0 — o) yrin= 10,
TR VAS
ossia precisamente la (17).
5. — DiscossioNs DELLE (III) E CONSEGUENTE RIPARTIZIONE DEGLI SPAZ1

POTENZIATI VUOTI IN DUE TiPI A) E B).

A norma delle (II1), vi sono due tipi di metriche « preord possibili
negli spazi vuoti: il tipo A) corvispondente alla restrizione qualitativa
w==0; e il tipo B) caratterizzato dall'annullarsi di . Non a caso ho

Renprcontr. 1918, Vol. XXVII, 1° Sem. 2
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adoperato la lettera A) per designare il primo tipo, volendo alludere alla

necessarvia anormalite delle congruenze principali. Si ricordi infatti che,

t

data una terna oenerica, la condizione necessaria e sufliciente perché la

congrienza [/] sia normale (cioé costituita dalle traiettorie ortogonali ad

1
|

_";“y‘)]'\m'\w ;]u:"l n( r)??f////[[

una famiglia di superficie) & espressa
Yiit1i+2 — Yii+2i+1 -

Colla notazione adottata

pocanzi, tale anormalitd della [7] ¥

Cid posto, qualora fosse yii, + yi.o =0, essendo ciascuna delle y diversa

da zero in causa di ® == 0.fsi avrebbe dalle (III
Oy — — — 0;4
Yia
¢ quindi, per le (16),
Wi — Wi g — — (Vi) — 0;),

ossia d; =0, il che e inconciliabile con @ == 0
Dri[ll,‘(llr:‘. nel caso A) le congruenze principali 0 lutt tre neces-
Sariamente anormali; inoltre (dacché non pud neanche annullarsi qualcuna

delle d) /e v///‘//,\'//////’l,’/;',r'// curvature sono essengialmente distint

6. — SUDDIVISIONE DEL TIPO B).

Per questo secondo tipo si ha

(I11") diyi=10 (2=1,2,3),

e il modo di annnllarsi dei primi membri porge un ulteriore ecriterio di
classificazione. Giova prendere norma dall'ellissoide di curvatura (eventual-
mente degenere), che ha per assi le w;. Si & condotti ai tre sottocasi se-
guenti :

B,) (ellissoide a tre assi). Le d; sono tutte diverse da zero, e le
(ITI') equivalgono all’annullarsi delle y;. Si tratta manifestamente di spazi
normali (nel senso di Bianchi). risultando normali le tre congruenze prin-
cipali di curvatura. E percid giustificato il qualificare B,) come tipo o
sottotipo normale.

B,) (ellissoide rotondo). Una sola delle d, diciamo d,, si annulla,
sicche le (III") esigono

= 11s=—U"

.a congruenza [37] risulta quindi normale.
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Questo sottocaso pud dirsi in conformita seminormale perché é normale
una almeno delle congruenze principali.
By) (sfera). L'ultima eventualitd o priori possibile si ha supponendo
tutte le o eguali tra loro, e quindi [teorema di Schur, immediatamente
desumibile dalle (17)] ad una medesima costante.

7. — OVVIA CARATTERIZZAZIONE GEOMETRICA
E STATICA DEL SOTTOCASO Bj).

In relazione al problema meccanico che é origine e scopo delle presenti
ricerche, ¢/ sottocaso Bs) pud dirsi elementare o galilesano. Ed ecco perche.
Dovendosi [per la (I) o (I*)] annullare la curvatura media, riconosciamo
in primo luogo che il valore comune (e costante) delle tre curvature prin-
cipali non pud essere che zero. Si tratta quindi dell’ordinario spazio euclideo,
con che si annullano tutte le ;. Riferendosi a coordinate cartesiane, le
derivazioni covarianti si identificano con derivazioni ordinarie, sicche le (IT)
si ridacono a

AV

QL Ik

=0 /=0l 2 6Y) o

Cid val quanto dire V funzione lineare delle coordinate cartesiane, e quindi
riducibile senza pregiudizio della generalitd (mediante opportuna orienta-
zione degli assi e scelta dell'origing) alla™fotma ¢ 4 — gas (¢ velocita della
Ch
lnce in assenza d'egni circostanza perturbatrice, ¢ costante).
L'energia posizionale dell'unitd di massa posta nel campo é espressa (%)
da

eV (==

come nel caso dei gravi, quando wx, rappresenta la quota. La forza statica
del campo é il gradiente di — 1 V®. Essa é quindi costante in direzione,
ma non rigorosamente in grandezza; pud risguardarsi tale tostoche sia tras-
curabile gxz, di fronte a ¢*.

8. — ForMaA INTRINSECA DELLE (II).

Terminerd questa seconda Nota mettendo sotto forma intrinseca (ana-
loga a quella sotto cui si ricavarono le condizioni di integrabilitd) anche
le equazioni (IT) di Binstein: la (I) ha gid questo carattere, come appare
materialmente da (I*).

(*) Nota I, nel vol. XXVI di questi Rendiconti (2° semestre 1917), pag. 307.
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All'uopo mi riporto alle (4). che, risolute [merce
F I

le (3)] rapporto

alle »,., e riferite alla funzione V anzicheé alla ». danno

dVv |

Vo=D, = 4.
: e : dV
Introducendo, in luogo di V. la funzione s1 ha
(ol
D ‘:/\ 5 / A ) )
T\ == =7 ) 4njg 5
AL \ e Win \ di 3
]
Sl

‘che. per derivazione covariante della precedente, risulta

/\ & av
Vo ) dip >, =4
T 22 T d

— a aVv LA
DI R iy
_hd/h<’/"‘z) J|p h/_f—_l'. 7. Mipa

1 Lt;

Saturando i due indici 2, 7> mediante molliplicazione per A® /(g

€ Somma
rapporto a p, g, si ottiene, in base alle (3) e (5).

N Yw A® /"(’;) = — | A8
Py PI7 L\ A

A norma di questa formula e della (7’), la stessa saturazione, applicata

alle equazioni (II),

porta alle equivalenti
1 d [dV = 1 dVv
(11* =N EEN — — =) W=l Bl
L et T ( I )T 2.5 1in Yy gr (2 >

che appunto volevamo fissare, onde averle in pronto all'occasione.




