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3 riassumerd alcuni risultati da me ottenuti
studiando d REVAL) orali. ch nprendono come casi particolari
quelle 1 anoim 1T I eC( 12

piilia © S 1aa specie nucleo simmetrico

£) una fu 1l ta nel dominio e <s<b,a<t <,
simmetrica e )mma 1 ) 11010 1nSieme co quadrato, sia pOi
%(8) una f ( misurabile, limi a, aefnnit ] a, o)
Mi oceupo | tad 1 e ntr eq 1 1
(1) f‘,'{“ = £(s) - 2 X( ) @(S) - 4 K(s ) @1 A
(2) 0= 7 = ’{;;(;;;\’c-r K(s, ¢) @(¢) di
|
dove A & cost , 8 che | “(s) =0 si riducono alle note equazioni di |
Firedl a 9 v
| 1 § e ) ) ‘ nu S1mn
) 1 AT ‘ , abile in questo
inte ) w ) 160, chiameremc rate ar g.(s) relativa-
K (¢ / )/ £ ( 1allea 1
ente a K( ) S i ] 1nit lalle relazioni
3) [’ = i ) —- [ 1) /:l_))
: i
Chiamerem ) la L2
Q ] ]
Se m 1 ) Tre 10eT1 positivi = 1 ha, per le iterate
di due funzioni g, [o($)
b b "’
A | {
(4) | 9n(3) fin() 8 = | gusl$) frmer(s) ds. '
a
Facilmente si stabilisce 1a uente relazio
b
gn\8) = £7(8) 9(8) - | K™ 1) g(t) dt
(*) Pervenuta all’Accademia il ¢ ttemb 918
S A——— 3
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essendo

\ K(l)(syé)=K(s,t)
~b
) K®(s, ) = k&) K", ) + [~ K(s,0) K0, 1) do 4
_I_/cn—x(() K(s, ¢) (2 =20, 85 000))a

Se 1 e v sono due interi positivi si ha

(6) K®(s, ) = k(s) KW(s, t) 4 k(1) K9s , 1) +-
b
+ ‘ KY(s, v) KW (v, ¢) dv,

la quale dimostra che K™(s,¢) é funzione simmetrica di s e ¢.

Per #(s)=0 le K“™(st) si riducono agli iterati del nucleo K(s, ?),
nel senso di Fredholm. Noi chiameremo K™(s, #) #*™mo nucleo slerato di
K(s, ?) per mezzo di k(s).

Dalla (6) si trae facilmente che il nucleo iterato di ordine m di
K™ (s, t) per meszo di k™(s) coincide col nucleo iterato di ordine nm di
K(s,?) per mezso di k(s).

Formiamo le iterate di K™(s,¢), dove ¢ si considera come costante,
relative a K™(s, 7) e %"(s), e denotiamo con G(s, ¢) la iterata di ordine
n—1 e con G{"(s, ) la stessa K“(s . ¢), ossia poniamo

GP(s 5 0) = £7(s) GG, D+ | RP(0. ) G0(w. 0) do,

(w=2,8,..0, (r=1,2" )

Si dimostra la seguente eguaglianza

(7) Gi(s, 1) = K®(s, t) — k"(¢) K\=10(s . ¢)

]

quindi, per I'equazione di Fredholm le G"(s . ¢) si riducono ai nuclei iterati
Dalla (7), per » =1, si trae

“,_l
Km)(s )= \_ k™(¢) G‘,,l),m (S, 0)
m=0
e percio
r—I1
(8) Gy )= > &"(t) 68 _n(s, 0).

m

Per la (4) poi si ha

‘b
(9) G0 2) ="k(s) Griiev-1(5 4 )+ | G (v, 0) GV, s)do,
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e per mezzo di questa si pud dimostrare che, fissato 7, se per qualeche n si

(s, ¢) =0 quasi dapertutto, sard allora quasi dapertutto G{(s,?)=0
2 (8 ]

3. Introduciamo ora altre definizioni. Se una funzione g¢(s), reale o com-
plessa, definita in («,5) e sommabile in questo intervallo insieme col qua-
drato del suo modulo, non nulla quasi dapertutto, soddisfa quasi dapertutto
all’eguaglianza

uw essendo una conveniente costante, chiameremo (s) una /unzione fonda-
mentale o w la corrispondente costante caratleristica relative al nucleo
K(s.!) ed alla funzione ZA(s).

[noltre, se non e quasi dapertutto

@w— £(S))@ls) =0 chilameremo
¢(8) funzione fondamentale j,wv],/ﬂz'//‘ la chiamerem Impropria nel caso
contrario.

le nelle tunzioni fon

ntali nel senso di Fredholm.
lineare a coeflicientl costanti di un numero finito di
funzioni fondamentali corrispondenti alla stessa costante caratteristica e fun-

Se @.1(S) e @s(s) sono [unziont ondamenta orrispondent: a costantt

caratteristiche diverse $i ha { @.(8) @s(s) ds =0
R qui ch costani ili e costitui-

SCOno U1 L U iz e ¢ Lel 12107 ondamentali
DUl Ll Leee LT3 7

\bbiamo i seguenti teoremi, estens i noti relativi alle
funzioni fondamentali nel senso di Fredholn

L. Og ALELOT amenta vative al nucleo K(8,t) ed alla
fUngL( ki L LSponde a costante carollert a [, e anche [fun-
zione [ondamentale relativamente al nu K ) ed alla funzgione k7(s),
corrispondente alla costan! aratteristica u™.

[I. Inversament n e dispari, oqni ione fondamentale rela-
tiva a K™(s,1) e k"(s) corrispon e alla costante n ) € anche relali-

/ 4\ Talle 3 n
vamernte o K(s L) e H(S) e corri p0 wde alloa coslante v,

La radice /',\',\'/}/H[l/

Dresa nel arilmelico
£

Se n e pory e @\s) ¢ una funzione fondamentaole elativa a I\'("’(.\il)

e k™(s) corrispondente alla costonte 1, si ha =0 ed allora: o @) é

A ¢ [ondamentale relalgvomente o K(s, L) I(8) corri "//wél//,’/lll.’ alla

costanie i W, Lo raice reaile essendo //r‘w a con Seqno ””“",‘////’//ZC, ovvero

97(" e la somma di due tali /‘,/,/‘,/r,//?, @.(8) e @s(s) "w/'/.\'/wm/cntz alle

costanty caratteristiche == Viv. St presenta il primo coso per p=70.




5. Cominceremo con 1'occuparci di aleuni casi particolari.

Supponiamo che qualcuno dei nuclei iterati di [K(s,¢) per mezzo di
k(s) sia nullo e sia K“(s,¢) il primo che si annulla (*).

Si dimostra che si ha » =2, quindi per » pari K" (s,?#)=0 e per
n dispari K®(s. ¢) = k" (O)K(s, ?).

Si ha dunque

‘b
(10) (k(s) + &) K(s, ) + | K(s,v)K(v,2)dv=0.

Si trovano iu questo caso notevoli proprieta della funzione K(s,?) e si
arriva fra l'altro alla seguente conclusione: relativamente al nucleo K(s,?)
ed alla funzione k(s) esistono le funzioni fondamentale proprie @.(s),
@y(s) ... formanti un sislema ortogonale e corrispondenti alle costantt
caratteristiche w, . (g . ... (non necessariamente distinte) ed e

(12 — K*(8)) gn(s) =0
e verso la funzione K(s,t) converge in medio la successtone delle somme

parsiali della serie > (n — #(S)) @a(s) ¢n(?), cid che scriviamo nel se-

n=1

guente modo

(11) K(s, )~ D (un — £(5)) @als) gnl?) .
Questa si pud considerare come una generalizzazione della formula

f
(12) K(s,?) ~ \_l An W(s) Wl

A=
che lega il nucleo simmetrico K(s,¢) alle funzioni ¥,(s) fondamentali nel
senso di Fredholm ed alle corrispondenti costanti caratteristiche 4.

Tutte le volte che & valida la (11) si trovano facilmente (come mo-
streremo in altra Nota) le condizioni necessarie e sufficienti a cui deve
soddisfare una fanzione /(s) perché le (1) e (2) ammettano soluzioni, con-
dizioni che per la (1) dipendono dal valore di 4, e soddisfatte queste con-
dizioni si trova la forma oenerale delle soluzioni. Si generalizzano cosi aleuni
risultati noti di Schmidt e Picard (®).

(*) I snperfluo ayvertire che supponiamo sempre che le egunaglianze {ra funzioni
valzano quasi dapertutto, fatta ciot eventualmente eccezione per insiemi di punti di
misura nulla (misura lineare o superficiale a seconda dei casi).

(" B. Schmidt, Zur Z'heorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen,
I Teil [Mathematische Annalen, Bd 68 (1907), pp. 433-476]. E. Picard, Sur un 1'héo-
réme général relatif auw équations intégrales de premilre espice ete. [Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo, vol. 29 (1910), pp. 79-97].
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Notiamo ancora che si arriva alla (11) nel easo™ particolare esaminato
risolvendo 1'equazione funzionale (10) nelle funzioni ineognite K(s ) e A(s).
6. Le condizioni del n. precedente mostrano come sarebbe interessante
di poter mettere in ogni caso la funzione K(s, /) sotto la forma (11).
A questo proposito sono interessanti le seguenti proposizioni:

Se vale la (11), st avra per qualunque r = 1
,
- () N : o ;
KT(s,8) ~ > (pp— k7°(s)) @a(s) @u(?)

KOs, 1) ~ > (A — &7(s)) Pals) wa(d) ,
le W,.(8) formando un sistema ortogonale, si polra porre
©

~ ~ = \
KT(s,0) ~ > (pn — &7(s)) oals) ¢(?) ,

n=l1
dove le @.(s) formano ancora un Ssistema ortogonale e @.(s) é wna fun-
stone fondamentale propria relativa a K(s, 1) e k(s), corrispondente alla
costante Wy, .
Se ¢

K®(s,t)~ > (ud — £2(s)) @.(s) @.(¢)
n=1
le @,.(s) lo un Sistema ortogonale, e @,(8) essend A Funzione
amenlail Dropria /'/,’/'//,"Zl’i/ /) Km‘,! I COrTisSpy lent 1 ’ CO-
stant n S1 avra
2
K(s,2)~ > (n— k(S)) Pn(S) @ult) += > (1, — k(s)) @l(s) @.()
=] n=1
le ®.(8) ¢ @,(s) formando insieme wun Sistema o0rlo0onal ed essendo
Y 2 \ ! (o) .« 1 9 syt = ,
(w2 — E*(s)) @n(8) = 0: in altri termini se una relagione analoga allg (11)
vale per una delle due funzioni K(s . 1) e K® 1), vale anche per Ualtra.

7. Un caso particolare interessante in cui la (11) diventa una cene-
ralizzazione della (12) é quello 1n cul () prende solamente un numero
finito di valori, fatta eventualmente eccezione di valori presi in un insieme
di punti s di misura nulla.

Infatti, siano = valori di /4(s) e

) d1 avere dimostrata la (11)

guando /(s) prende »— 1 valori al piu

e ¥, € vy Sono due dei valori di % S) € S1 pone f =

miamo il secondo nucleo iterato di K(s, Z) per mezzo di (s)— /. e lo
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chiamiamo P,(s, ¢), siccome (%(s) — h)* prende al pitt » — 1 valori, per
la Py(s,¢) varrd una relazione analoga alla (11) e percid varrd anche per

K(s, ¢), quando si sostituisca /(s) con %(s) — %, ma cid non altera la forma
della (11).

Vale dunque la (11) per qualunque valore di #, se vale per z» = 1.
Ora per =1 k(s) & una costante (%(s)=pu) e la (12) si pud scrivere

-

[

K(s,t)~ > (p+ An — &(5)) Wa(s) wal2)

n=

1L

che ha precisamente la forma (11).

In seguito troveremo altri casi in cui vale la (11).

8. Un altro caso particolare & quello in cui si ha per qualche »
G{(s, ) =0.

Si dimostra che si possono dare due casi: o & G{)(s,?)=0 ed allora
si ha per qualunque » ed n =2 G{(s,?) =0, ovvero & G{’(s,{)==0 o
G(s,?) =0 ed allora si ha per » pari ed n =2 G&)(s,¢) = 0.

Nel primo caso si ha

K(s,2) ~— > k(S) @n(s) @n(?)

=1

dove le ¢,(s) formano un sistema ortogonale e sono funzioni fondamentali
proprie corrispondenti alla costante caratteristica zero. Si ha ZA(s) ¢u(s) =
= 1, @,(s), con 4, costante.

Nel secondo caso

K(s, )~ — > A(5) @uls) @ult) > (1 — (s) 9(s) 9i(2)
n=l1 n=1

dove le ¢,(s) e ¢,(s) formano insieme un sistema ortogonale, ¢,(s) & una
funzione fondamentale propria corrispondente alla costante zero, ¢,(s) & una
funzione fondamentale propria corrispondente alla costante w,, .

Si ha qui (w2 — %£%(s)) ¢, (8) = 0.4%(8) @u(s) = 43 @a(s) con 4, costante.

Si conclude dunque che se per qualche coppia # , » risulta G{'(s,?)=0
vale la (11).
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