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Matematica. — Hondamenti della geometria proiettivo-diffe-
renziale di una superficie. Nota I del Corrisp. Guino Fusint (*).

1. La geometria differenziale classica studia le proprieta differenziali di
una superficie invarianti per il gruppo dei mowviments; scopo di questo la-
voro & di porre i fondamenti analitici della geometria differenziale di una
superficie rispetto al gruppo proiettivo. E in una Nota, in corso di stampa
negli Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, se ne daranno le
prime applicazioni geometriche. Gia in precedenti ricerche (*) mi ero occu-
pato di questo problema, e avevo provato che 1 ufficio compiuto per la geo-
metria differenziale metrica di una supecficie dalle forme di Gauss veniva
nel caso proiettivo compiuto da altre forme differenziali. Queste o si pote-
vano ridurre ad una sola ai differenziali terzi, o, molto piu semplicemente,
si potevano ridurre a un sistema di tre forme nei differenziali primi. Le
prime due, una quadratica ed una cubica, corrispondono all’elemento lineare,
ed erano da me definite quasi sempre soltanto a meno di un fattore; quanto
alla terza forma, anch'essa quadratica, io ero riuscito soltanto a seriverla in
coordinate assintotiche (cioé supponendo assintotiche le linee coordinate)

Normalizsare (°) le prime due forme (elemento lineare provetiivo), nor-
mare le coovdinate omogence di un punto della superficie, cosi da ridurre
la teoria ad una semplicitd insperata; trovare tutte le relazioni tra le nostre
forme, e le coordinate omogenee normalizzate nel sistema piu generale di coor-
dinate curvilinee » = u, e v = u,: ecco lo scopo della presente ricerca. Da
questa tra l'altro apparird che su una superficie si pud definire una geom.
melrica (avente le assintotiche per linee di lunghezza nulla), che & inva-
riante per collineaziond, e di cui (loc. eit.) vedremo applicazioni geometriche.
Restano sistematicamente escluse le superficie sviluppabili, e quasi sempre

anche le 7igate, per cui la teoria & molto piu semplice.

(Y Pervenuta all’Accademia il 1° luglio 1918,
() Definizione proiettivo-differenziale di una superficie (Atti della R. Accademia
delle Scienze di Torino 1914, vol. 49). Citerd questa Mem. con T. — [nvariants proiet-

tivo-differenziali, ecc, (Annali di Matem., 25, Ser. 3%). Citerd questa Mem. con A. —
1916,

.I/;[l//u/l”w/[’/i prowettiva di due superficie (Rendie. del Cire. Matem. di Palermo,
tomo 41). Citerd questa Mem. con P. — Una ulteriore Nota di arg mento affine, Su al-
cune congruenze W ecc., pubblicata nei Rend. della R. Ace. dei Lincei, non sard citata
nella presente Nota,

(*) Se pin quantitd sono definite a meno di un fattore, diremo normare o normalis-

zare queste quantith la scelta opportuna di tale fattore.
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2. PRELIMINARI ANALITICI. — B

<

indispensabile, per evitare molte diffi-
colta, ricorrere ad alcuni algoritini di calcolo differenziale assoluto, che in
parte credo nuovi.

Se ¢ & una forma quadratica non degenere nelle S

diremo che
un’altra forma ¥, nelle &, n e coniugata di g, se, scritta la g sotto forma

di prodotto (af - by) (/& 4 ny), la forma ¥, & del tipo A(a& - )™ -

— mn)”, ove A, w non dipendono da &, n ('). Essa individua a sua

orma W, = 4(as + by)* —w(l5 4+ mn)*. Se n=23, la Y, & co-

ta alla g, se ha lo Hessiano proporzionale a ¢; la W, @ il covariante

cubico di Y

Una forma ¢, qualsiasi si pud scrivere in uno e in un solo modo come

uguale a ¥, 4 ¢, ove Y, € coniugata a g, e @,—, & una forma di

grado 7 — 2. Dire

Y, il 510, ®n—s 1l quosziente ottenuti dividendo (co-
variantemente) la ¢ r ¢g. Dividendo di nuovo @P.—2 per g e cosl conti-

nuando, si ha che ogni forma ¢, si pud serivere nella

‘ma

1) (e — = = s = S e )
' 2 9 Pn—1 { Wy

ove le ¥, sono coningate all
‘: 1 uzionl S ons veranno ancne per ;.O:'H!v Fere nzialt. quando
1a f=du, n=dy. g = n 2 =20, dudy - as, dv? con A =g e
— =1
5 1 J con o, , T icheremo le de-

cos1 dette derivate prime coz v fz della z. Formano pure sistemi con-
trot nit le s ntl espressionl, che chiameremo pertanto differenzials
COnLy arianti
v -/ )
\ du; — au 0" Ui — / —‘L\l \’ L. du
o\
(D) 4
5 ~ [7
| 0° U — o u —: ) ‘ ) LU, 0 U
i\ 4
(78 : ' :
dove con (° ) sono indicati mboli di Christoffel di seconda specie per
la forma ¢g. Per ogni funzio r delle w,» e poi:
(3) 2 = 2 == 10) y: D — N/ 1, du
L : 2
Bpis Pz =Sz, *u, -+ 35 du, 0*u. - D.z ove D, SN 20 dttr A, disy .
— I e I L 7 t
e i enunciare (Seor cendo anche che i punti, per cui v, 0, sono
trasformati 1'uno nell’altro d na proicttivita ciclica rdine n, che lascia fissi 1 due
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Ricordando poi che

d log |/'A :L( 1]] ) —|—-( A;)

trova che

(4)
si

(5) d l[ A (du 0*v — dv 0*u) | =1 A (du 0% — dv 0%u)

Diremo intrinseca un'espressione, il cui significato e indipendente dalla
particolare scelta delle linee coordinate «,v; tali sono le quantita che figu-

rano nei due membri di (4); tali sono Dyz, Dsz . ece.

Se g ha coefficienti costanti le derivate covarianti e 1 differenziali

controvarianti si riducono alle derivate e ai differenziali ordinarii.
Se by, formano un sistema covariante. e b,q mne e il sistema derivato
covariante, allora (anche se &, non e simmetrico) la forma N byt Ay At Ay
si dird la derivata covariante di ¢ == bys duy dus, e si indichera con de.
Vale 1'identita:
(6) dep — dgp = 2 > by du, d*u
3. BELEMENTO LINEARE PROIETTIVO DI UNA SUPERFICIE. — Con z ,¥ ,
/ indicheremo coordinate omogenee di un suo punto, con g la precedente

indicherd il

&

forma quadratica scelta ad ar bitrio. Con (x ,x;, X

» Z11) de-
terminante, la cui prima riga & formata dalle quantita seritte in parentesi,
nota-

o le altre tre righe se ne deducono sostituendo 7,3 ¢ alla z.-Con

zioni analoghe indichiamo determinanti analoghi. Sono intrinseche le forme

1 1 E
(7) Dy — = (@, 2, ll,ll')v/): — (i, ..l‘e.[)g.l‘)
1 A | A
1 :
(8) D3——— (2, 21, e d3z) =
/A
3

(@

)

1
Ly, T E Ts Aty 0% Us) + i \ (z, 21,2, D;x)

=l

di cui la seconda ha 1'inconveniente di contenere i differenziali secondi. Per
ovviare a questo, si osservi che in virtu della (6)
2

/A

donde. derivando effettivamente la (7) e

1
(x
/A

~ (@, da , @y du - 212 AV, 219 du - @3 dv),

(9) dF, Xy dtty 0% Us) Jar,

ricordando (4), si trae:

(10) oF, Sk o D) —

]7 A




guenti risultati con

B facile riconoscere
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in p )
S7 SSU.
[7) ) ttin
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una iorma z

ad F ( a
ra ri ) 100 de
oL; =1 2 o
(a m / )

m 7 i F

\ ¥

! )01 1

(15 SU

Se ne deduce che (indicato con WV il

diseriminante di F,)

J'A .
/A’
ry
) O no proporzionale
s (ch bbiamo
oniamo @, = / F
7 F. s wou
ubo =
nificato i
Nl 7 1hnch
; ano ]I oiells-
@ ({1 e conairaione
S1ano0 collineari.
/) L )

(auss, supposto
— D du 7_’1)",/'/’—*—
ben noti valori

Poiché

nullo
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in perfetto accordo con le formole di loc. cit.

Caso proiettivo. In questo caso é ovvio che la scelta piu oppor-
tuna e data dalla @, g, perché @, ¢ invariante per collineazioni: e
normare poi le @,y .z, ¢ in guisa che ne risulti ¥y — ¢,. Cosicche dF, =0
(perché derivata covariante di F, rispetto a se stessa). Chiameremo normali
le coordinate omogenee cosi normate; esse nella geometria prozetliva ten-
gono il luogo delle coordinate cariesiane nella ceometria metrica. Le coor-
dinate normali di punti omologhi di due superficie collineari sono sempre
legate da una trasformazione lineare intera a coefficienti costanti, o dete

minate unita. Ricordando che ¥ = A, che JdF, = 0, si deduce che in coor-

dinate normali valgono le formole seguenti di massima semplicita :

= (&1, T3y Do) = (TR Ly Le g D))

A4 A4

(13) @, —

(14) @;— ~_ (2, 2y, %z, Dsz) ; 20, = Bdg, |+ @5 ; V = discrim. di ¢,
Y4

Indicheremo con H il diseriminante dell'elemento lineare, con N 7/ rap-

porto di @, alla seconda forma di Gauss; 1l rapporto dei valori di
(#, 2, , @2, d2z) secondo che si usino coordinate normali o cartesiane vale
/v ; o . S =
pertanto (I,n (se F, & la seconda forma di Gauss) cioé vale N* /K
1 (d
f 2

Le coordinale normali st ottengono //u‘/‘/'/'/') 772’%/&1”‘/‘('(/'('/” le coordi-
° r 4 -
nate cartesiane &,y , & , 1 per o, ove o° = N ] K .
{. Per completare questi studi, & necessario premettere alcune altre
nozioni analitiche. Indichiamo con ¢, , s due forme conzugate covarian

(u) ¢

una quadratica, una cubica. Se z®’, 2 sono le derivate controvarianti
di z(u,v), la forma polare quadratica — 2P{" di x®’, 2™ rispettd a gq
& una forma covariante (che ora calcoleremo insieme alle forme seguenti in
un caso notevole). Dividendo dg; per ¢. si trovi dgps = — 2¢, { 3¢: gs
(con ¢, coningata di ¢.); sia ¢, la forma (univocamente determinata) del
primo ordine tale che g — @, @3 sia divisibile per ¢.. Le forme ¢, , 9., ¢4

saranno nuove forme covarianti. Un'altra forma covariante 2g¢; 8 la derivata

covariante del prodotto ottenuto moltiplicando ¢, per la sua curvatura;

pure covariante il resto I', ottenuto dividendo per ¢, la forma 5 (/‘f—{—ﬁ(p,.
Infine. so £,  una nuova forma quadratica covariante coniugata di ¢, il
resto R, ottenuto dividendo per ¢ la forma d/, 4 2¢, ¢, & una nuova forma

R

P— -
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covariante coniugata di ¢.. Se noi scegliamo a linee coordinate quelle che
annullano ¢., e se &

allora:

S g (By?) o (v82) .
(15) @, =py —— lut -y 5 4
QU
0 102 (7o) | (8y*)
RN s =y ) e 10g (P} ;
)
= ) 102 (pY~©) | )
(17) ¥, — — d 1 4 )
-
g B Y log By 22 log B
(18) i — (DB L g AW
=D AV 7 D
g g By dlogpy 1o o
\ /
~ Iy | log B o
(LIl —= | — = 2t (L
\ L* 2 L / /
2 - = D%
log g | 0g ) ayB ) 5
0 9 )
20) P« — — (R yaf /—— Bydm v = (B r,'//:—}—/r 1v%)
P loo 0 loo 8
(21) R, = P ),,, L] () \‘,
\ T\
(/7 /

5. SEzIONT PIANE. — Le forme ¢,, ¢, non bastano sempre a caratte-
rizzare una supericie a meno d1 collineaziom come proveremo piil avanti.
Per finire di determinare completamente l: perficie nel gruppo ]iml»‘tliv’n.
basta (cfr. la T) dare S= (z.dz , d*z, d : la quale, uguagliata a zero,

definisce le sezioni piane. Scelta ad arbiirio la g. si trova per le (3),
‘7!, (8) che:
(22) S:(r.«/'f.De_,:’.Z r 0% u)+3(z,da \‘l,f)‘zy,._i\;l duy 0*us) -+
L 3(z,dz, Dz , 2 Lys Dty 0%Us
-+ (z,dz, >z, 0% , Daz) + (7, Dz, Doz, D3z) =
et

= —1 K (du 0% — dvd®u) By 4+ 1/ A (du % — dv d*u) X

X [@;+3(z,dz, z), du—212dv , 20, du 4 @4, dv) | + (2, Dz, Do, Dyx).
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Ogni tlermine di (22) e g , €S / 1 naratamente:
ecco 11" orande vantaco 1 100 nho ( assolut che
hanno qui evitato assa | !

Indicheremo con y S
usino coordi y cartesian ( el
indichiamo - ¢on - H il d nan 1
a1 G ( S 3). Dara
(22 S, = —d[1/H (du d*v — d J =

1 2 ] ‘ I
—'I-— ] H (d 0 - (0] =t=iak = 1) ) )

Confrontando 1l solo primo termine ¢ 1 L trova:

]

(20) > =
1

(R, T rag | 1

° !#"

Si noti che 1/H b) dv 0 ‘ ce0-
detica). Qunindi per le / S y
auale ‘J(i“‘ val : ( ) n (

1
! C| U
vate - [ ( Sy ra 1 o ( 1 80| ¢
I, RY
Per mezzo dei risult ( n (&) le fo F, , dalla (22)s
S 1L mevcvl 1 )

sl possono grarre svaria
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lleune formule S i

superficie anpnlicabily

rTAsso, presentata dal Corrispondente R. MAR-

flessione d’ una nestendibile comunicate

.\M[n-

lo utile ag altre, non meno nofe-

importanza nella teoria

poter mostrare fra breve
superficie. Queste nuove formule esprimono, in modo
differenziale dell’isomeria vettoriale 4, che muta
) u n \ ( ) A
o 11S( da o (0m «1 P) di
(Rend. R. Accad. del

™ T




