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Geometria. — 1/ problema della deformazione proiettiva
delle ipersuperficie. Le varietd a un qualsiasi numero di dimen-
sioni. Nota del Corrisp. Guipo Fusint (%),

Siano ¥y = Zay; du; du; ed Fy = 3 Ay du, du, du, le due forme (%) co-
stituenti 1'elemento lineare proiettivo di una ipersuperficie V, contenuta in
uno spazio lineare S,., ad # -1 dimensioni. Sia Ay il complemento alge-
brico di a; nel diseriminante # di F,, diviso per 4, che supponiamo di-
verso da,zero. Le 7 -2 coordinate omogenee x,y,z,..,¢ di un punto
di V,, soddisferanno (indicando con z,, s ecc. derivate covarianti secondo
la forma F.) alle equazioni:

(1) re = D Aven Ay 23~ 2 X -+ ¢z (e analoghe in 7,2, ..)

hk
s 1
(2) X = 7 A Gre— Ay e analoghe
/ 1
ove
‘}') l.\, A, = () =1 .2 //).
Le ¢, sono 1 coeflicienti della terza forma fondamentale /. = 3¢, du, du.

e soddisfano alla

(4) \_ Aps ¢rs =0, ossia \]_ Crin=0, ove (= _\_ Crn Aps .
7S h h

Le F,,F; sono determinate a meno di un fattore comune: scelte F,, T,
le ,y,.. sono completamente determinate: anzi nel caso generale (caso
normale) si potrebbe togliere ogni indeterminazione alle F,, Fy (e quindi
anche ad /,).

[ndicati con (s¢,72) 1 simboli di Riemann per Fy, il modo per noi

migliore di secrivere le condizioni di integrabilitd & di scrivere

(5) > Avo (Tost — @prs) = — D (5t 5 @h) Ayp Apy
F/

k,p
(identicamente nelle 2, @, X), equazioni che sono combinazioni lineari di

(2) l"‘l'\';llll'.?l all’Accademia il 28 settembre 1918.
() Cfr. la mia Nota: Nuove studi sull'elemento provettivo ecc. (2° sem. 1918 di

questi Rendiconti), dove si troveranno altre eitazioni.

Renpicontr. 1918, Vol, XXVII, 2° Sem. 20
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formole ben note di calcolo differenziale assoluto di Christoffel e Ricei. De-
rivando covariantemente (1), si deduce facilmente da (5) che le X; sono
combinazioni lineari delle z,z,, come si pud provare anche partendo da
(2), (4). Quindi potremo porre, introducendo nuove incognite 4;, /:

(6) X; = / r _\__ L,;\ Xy Ove L,k = j_ /lh Ahk .
[

g

Porremo anche 7, =1, 7, =0 per 75 e

/

‘—_3/ ; /’/f] = }_ r\;;}, A X

“'IO -

b |

X [nots — Angst - (85 5 08) += D Aij (Lpis Anjs — Aost )] (*)
ij

Uguagliando nei due membri di (5) i coefficienti di z e di 2, si trova:

(b) [-\'f 3 ’15] = Msr L{i. -— Nir La". T Nk Cer — Tsk Clr
}‘ (9) l_ Ar.: [‘39! — Cpts ":“ ._\_. (“’/>.5" Cin— Aion U“’i): —,_'7;“ bh— Nrt ls=0.
Infine, scrivendo che da (6) si deduce X, = Xy, si trova in modo
simile : 7l
(]()) [g( = [[:

(1 1) 4, i As Nsh _l_ i Ay (/hls— Ihst) + 1; lLt‘: /pm e L~‘9 Jph!) Ap=0
n P.T

(12) 2| D

h

Con b =Ass =+ D Cun Aer- (Si noti che D Coplin= e L)
h h

h

Le (3), (4). (8), (9), (10), (11), (12) sono le condiziont di integrabilite
o compatibilita delle (1) [e (6)]; esse per s==1¢ si riducono a identita.
Studiamole per 7 >2 (%), quando lo spazio ambiente ha » {1 =4 di-

mensioni.
() E [st,rk]=—[ts,rk] ; [t ,7k]4[st, kr]= ; Aro Arn (dnpts — dnpst) 5
WP
[st,sk]—[ts,ks]= 2 Apx Ags Apots, che si annulla se t=4k in virth
o '
i
delle (3)

(2) Nel caso » =2 non si possono dare 3 indici 8,/ ,¢ dafferenti, né percid deter-
minare le Cgu dalle (13). Né le equazioni che danno le Css =+ Ly insieme alla 2Cg ba-
stapo a determinare le Cg. Il cuso » = 2 nelle mie Note cit. & trattato col metodo pil
semplice possibile. La potenza dei nostri metodi si vedra confrontando p. es. con le con-
dizioni di intecrabilita negli studi di Wilezynski (a cui principalmente ¢ dedicata la
Mem. del tomo 10 delle Trans. of the Amer. Math. Society).

Un metodo di calcolo, assai pin complicato, che nel caso 7 = 2 pud servire a sta-

bilire il contatto tra le equazioni classiche (che userd con le notazioni delle Lezioni di

Geometria differenziale del prof. L. Bianchi) e quelle di Wilezynski & il seguente. Si
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Dalle (8) supponendo successivamente r==s,7 e % == s,¢, oppure
r=s, ma k==8,¢, oppure £=s, ma »==s,¢, oppure r=rk=s=t,

usino coordinate prozettive non omogenee T4y ,z ed 1 =¢. Una superficie si pud defi-
nire dando equazioni del tipo:
Zuu —2(0+-M) 2y Tuv —VZu— 4y Top — 2(»+N) z,

D D D (e analoghe in y,z,¢).

Chiameremo £ il valore di questi rapporti; 7,¢,7 =0 i valori analochi ottenuti

/

serivendo y,2,¢t al posto di z. Definiamo due quantita &, % inJegunisa che: “
D, —D/,+2MD'= D(» —kD”— kD’ — D'(u—hD—kD') i
D —D' 4 2ND'=—D/(v —kD” — hD’) +D"(u — kD — kD"
Poniamo
X =& — hzy — kz, e analoghe; :gi =/ :212\) =m0y :1113 — kD —}-’.’Qu -+ M),
{11,21} =D'QCuh+2Mh + hy + vk) — D (kv + b,) —
— (2uo + 2M, — vy, — uy) = — A, (DD” — D'3)-
21,21} =—D'(hv + hy) + D" (vk + k424 h) + 2N » +»* —y, = A, (DD” — D'2))
{12, 12} —Dl/f‘u—}—k,,)-—{—D(‘u’?+k,-+2t’k+(_7:\:lf)+

+ (2Mu + u* — u,) = A,,(DD” — D2))
92,12) =D/ @vk + 2Nk + ko + h) — D (hpt - ko) —

— (2vy + 2Ny — gy — uv) = — A4 (DD — D%
notazioni, che per ora potrebbero sembrare curinse. Te condizioni d'integrabilita delle '\
equazioni in 2z danno:
(DD” — D*) Xy = ({11,21} D’ — {21,21|D) 2, + ({22 12]D — D’ {12.12]) 2.
(DD — D"*) X, = ({11,21)} D" — {21, 21} D) z, +({22,12}D' —D"”|12,12}) z,
(e analoghe in Y, 7) 4
che, come condizioni di integrabilitd, dinno in conclusione:
A1 (22) (12)
— Au ; D¢ 2A + 24 )
1\|| 21 .\I)+ m/l\' n(]‘ +
QA {12/ \11) 12/ 11
L /r( LT [ 2 (12 )
FRL(ES = ,\n,“ A Ao (= Ao ) 4
Ay | Ay \11) 22) 57‘7; ‘]“/ |
D (— SO A S Nl e s '
i u T v ”»1\+ g g Am |+ A ol ‘
e I'analoga, ottenuta cambiando 1 con 2, u con ».
Queste sono in fondo le equazioni pitt sempliei, che si possano considerare equiva- '
lenti a quelle di Wilezinsky. Se si considerano Ddu® - 2D du dv < D" dv® come la se-
conda forma di Gauss, e le quantitd tra | ) come i simboli a 3 e 4 indici relativi all’ele-
mento lineare di Gauss, le equazioni, che ¢i hanno servito a determinare % ,% sono
le ordinarie equazioni di Codazzi; e le altre equazioni sono conseguenza ben mnota di
equazioni classiche. Si noti (efr. la mia Nota in corso di st umpa negli Atti della R. Ace. |
delle Scienze di Torino) che dare le D, D’, D”, a meno di un faliule comune, e dare
;
1
|
/
y
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[st,rk]=0 (r== (ks s =1 si ha un'identitd)

13y - L= [st,sk]; Cou==[t5,ks]; Ls— Cox=[At, k] ; (s = t F= k= 3)

I 1 (
[\ \\'—g = Ly 1 L =+ ! {

:denti danno

= [ : Gl0€ 1 111 nin 1 che. le /

no intanto: Se z > 2 ognz ipersuj e (a piu che due

dimensioni) ¢ éndeformabile protetliva ‘ 1 nostra altuale
Lpoiest =0 (¢ 210 2010 Le airesio S ie mon posseqga
utrece doppee). Cloe ole forme F, (elemento lineare), permet-
di determinare le ¢,s, definiscono c nj 1ente la \ Ne le forme
¥, , Fs si possono sceglicre arbitrariamente. Le rela ra queste forme

sono quelle che si deducono da (13), eliminand Ly ('), quelle che

() ')//r’,’//v////z// serivendo che le A definite

ano a(12), e wn-

fine rlij///} che 8i ottengono Sserivendo ¢ /
by L, A k— I ;
formono due sistemi simmetrici (non mutano, scambiando £, k). Anzi queste

formole paiono le pia adatte a studiare il problema: Determinare le iper-

. 7 m ,
superficie con data [forma He, cioe / ‘ficie, pe cur e asseqgnalo

Zt///UIJ/wzf,' B, =0 delle assintotiche ( ).

1ax slemento v ¢ Moltiplicando
D. o fatt le equazioni per 2 cambiano perd
1¢ 1 e ttore 1 o che sembra difficile eli-
mil t 12 ( ] rd
k] = / ks'| = [th, kh ht , hs) —[th ,sh]
(s,t, h,k, indici distinti); s 8t 1 —[ht, ht] = [ sk —[hk,hE] (sS=t, k; h=t, k).
Queste si possono semplific ricordando le identith tra hlk

%) In forma metrica il problema si enuncia: Zrovare I'el mento lineare di Gauss

1t una ipersuperficie, per cui @ data, a meno di un fattore, la seconda  forma fonda
mentale. Le equazioni precedenti (per la ricerca di I no perd for pin sempliei di
juelle cni condurrebbero le formole di Ganss e di Codazzi 1 perche si "'H” pre=
scindere dal fattore ignoto, sia perche vi nparis b li Riemann per la forma
data Fs, anziche per Uelemento lincare di Gauss wmeognato, sia infine perche 1'introdu-

zione di questo elemento lineare (che & un ente non proietting o quindl el
blema) non pud che portare complicazioni. Del resto p r chi ricordi che F; & una certa
combinazione della seconda forma di Gau della 1a derivata covariante rl\jn-tlu e
Velemento lineare di Gauss, & evidente che il pre equivale in fondo a usare
come incognite

derivate covarianti dei coefficienti della seconda forma di Gauss,
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Si noti che, se le (1) formano un sistema integrabile completamente
esse definiscono appunto wuna ipersuperficie, di cui F, ed Fs sono ['ele-
mento lineare (*).

OSSERVAZIONE 1% — Assunte come coordinate prozettive non omogenee
Wi ¢ ey . e
le =—,—,...,—, indicate le prime con #%,,u,,...,%,, l'ultima con w,
LN @

indicate con u, , wys , ... derivate ordinarie (cioé non covarianti), le forme
F.,F, di V, sono proporzionali a 2w, du,. dus ed a

— 2 Wysr duy dus duy + ——— = wys duy dus d log 4,
n —}—2
‘ove 4 & il discriminante della prima. Se ne deduce una nuova dimostra-
gione prodettiva che ¥y ¢ apolare ad Fs, cioé che valgono le (3). Se poi
lorigine #i=w = 0 & un punto O di V,, in cui 20 =0 & 1'iperpiano
tangente, e se w ,wY, sono i valori in O delle wy, 20y, allora Aw® -~
+ 21 4 p) w— Zwhs ur u; =0 & V'equazione di una quadrica osculatrice
in O (la cui intersezione con V, ha un punto triplo in O). (7 = cost.;
py = forma di primo grado nelle x). Il cono cubico tangente alla in-
tersezione di V, con la quadrica e Zwl, u, usu - 3p, 2wl urus = w =0.
Quindi: Come Fo =0 ¢ l'equazione del cono tangente allintersezione de
V.. con ['iperpiano tangente, cos: ¥y =10 ¢ lequasione dell unico cono
(I,pOlllf'(’ al cono FQZH, che sia intersesione di V,, con una f]?[f,/(,//‘/(’(ﬁ

osculatrice.

OSsSERVAZIONE 2% — Definiamo lc coordinate &,7%,.. di iperpiano
tangente in guisa che S&2 = S&2; =0, S&X=1. (Con S indico una somma
i cui addendi si ottengono dal ;'lmn s«nstltuendo ad ,& le y,n, le 2,8
ecc.). Sard ., = S&xys S&,. ¢, =Sx&. Poniamo E=2=A&:nm,

() Si scelgano infatti i valori inmiziali delle #,2,,X (e analoghe ¥,¥r,..), che
sono arbitrari, in guisa che nel punto iniziale siaD = (2, @1, Zg, vy n » X) = | 4. 11 deter-

minante D del primo membro ha la prima riga formata dagli elementi seritti tra ();
le altre riche se ne deducono sostituendo ordinatamente alle 2 ,X le y,Y, le 2,7, ecc.

Ricordando che per (1) sia dX che Zps — arsX sono combinazioni lineari delle 2, 2, e

che (indicando con (”‘) i simboli di Christoffel di 2* specie per F,) &
q

4//.“\‘[ Tir ”).,Ijaum

si trova dlog D t.‘:(/r) du, = d log ] A. Percid D e /4, uguali mel punto iniziale,
i

saranno identicamente unguali. E quindi da (1) si deduce appunto:

1 1 : \
— (W A o Ao AD) Apst 5 — (@, @1 5 Loy eeey Ty Erst) = dpst -

1/ 4 1/ 4
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zioni, V, sara Iuogo del punto z= 29 1 > v,z (e analoghe in 7,z ...)
=8 J !

ove le » insieme alle % formano appunto un sistema di #» variabili coordi-
nate. La V, e formata da oo spazii S, lineari; le V. (a=0,1, a3 0)
(luogo del punto 2‘® %@ | ...) sono varietd generiche ad » dimensioni contenute
in V,, (che, se @ >0, sono contenute anche nell iperpiano generico x = 0).
Un punto generico di una di queste varietd si pud supporre gemerico anche
per V,; la quale avrad in esso pertanto un iperpiano tancente ben determi-
nato. Le equazioni S&z =0 (h=0,1, ..., 0) insieme alle S&z;® — 0
((=1,2,...,7) determinano quindi, qualunque sia « (da 0 a o), oli stessi
valori per le &, ... Quindi, invece di dire che le z™ sono soluzioni delle
stesse equazioni S&z = S& 2 =0, possiamo dire che le 2(* sono combi-
nazioni lineari delle z, 2z ... z®,6 2 2® .. 6 z/® (e analoghe in

/y&,...) qualunque siano e, 8 (da 0 a g). (Cioé punti omologhi delle Vi,
sono posti in uno stesso iperpiano tangente alle V,). Tali equazioni si pos-
sono serivere:

r

y ()] NSy (o N @ o
(14) 5 _:;” Z; + (2

(e analoghe in y,z,..) (per ogni « da 1 a o).

(155

Si & posto ¢/ =1, perché tale equazione & soddisfatta per 2 =1,
1 =10 per « > 0. Tali equazioni, dovendo essere risolubili rispetto alle
o, il determinante delle 8/ e diverso da zero.

Senza piu oltre occuparci del caso generale, supponiamo, per esempio,
o=1, ponendo yV =7,:P=3,... (B Z= 2" —=0). Poiche moltipli-
care 7,5, .. per un fattore, equivale a moltiplicare », per un fattore, po-
tremo considerare 7 ,%,.. come coordinate omogenee di un punto in uno
spazio lineare S,; il quale punto deseriverd una ipersuperficie W,_,, per
la quale, conservando le precedenti notazioni, indicheremo 1'elemento lineare
con ¢, — Says duy dus, © @y = ZAyndu;du; dup (s,¢,2,)  h=1,2,...,n—1).
Seriveremo (14) nella forma:

(15) _//L”‘ = _\__ bsi AinJn + A7 e analoghe in z,...,¢.

ih

Posto Dy = byi -+ 4 @i 4 \_/;,,, Apx 4 iy 1 trova (derivando secondo ¢,)
hyle

per (1):
!/(\?‘ = \_ Dy Ang Y + byt Y —|— (/\,; + : bsn Ay l"c') q.

ok e h

Le condizioni d’integrabilitd sono pertanto:

Agt ‘I‘ 2hon Apx Cre = Ais “}‘ 2 b Apx Cratt= i

=by 3 Dgi=D...




=i ==

Le ultime due si enunciano anche dicendo che by e Dgi sono sistem:
stmmelrics.

Derivando, (rascurando i termini in y,ys (e quindi anche i) Mottia-
niamo :

(0) ;v 0 : <4 ;
g =ba Y 4 5y = (bsti + De) Y + (e analoghe in z,...).

Per studiare V, cominciamo dal costruire forme proporzionali a
(z,21 .., 2n,d'x) per i =1,2. Ricordando che z =1, y =y + v7,
e analoghe; ricordando chegper (15) le 7:,2; ... (s=1,2,...,2—1) sono
combinazioni lineari di %, ,%s,.,..%n1, tali determinanti si riconoscono

proporzionali a @ e e iy Ora¥e

V4
By=d?*y® 4 vd2g + - = Y 2 (b + vaq) dus du, +

([3‘7/ = 3 y“’) —I— ) (/Sy + 3dvd? ] + .. =Y 2(Dg; + by + vdgi) X
X dus du, dui +3Y @2 dv - 3Y 2 (b + vae) dus 0*u - -

dove sono trascurati i termini in % ,%s, e dove OJ*u sono differenziali
controvariant; (da me definiti al loc. cit.). Posto @3 = 20 du, du, e
@O = 3 (g -+ byyi) dus du, du;, le forme cercate sono:

Fo—= g0 Loy, ; @, = @Y 4 vgs + 3 3(by - vag) dus 0*u, - 3¢, dv.

Indicato con dp® la derivata covariante di ¢;” secondo ¢,, posto
AP = 20 — 309 Y = = (2Dsi — bsii) dus duy dtti, posto A3 = 2@ — 3dF,
(0)

sard A, = AP 3¢, dv+2v9;. (Le ¢, @
I’ ipersuperficie deseritta in un S,_; da un punto, per cui y

sono le forme analoghe per
2l A GRR D)
coordinate omogenee).

Le forme Ry, A; 8¢ possono considerare come | elemento lineare pro-
iettivo di V,, purcheé, secondo lo spirito dei nostri metodi, si consideri
come identico ad esso un altro elemento lineare del tipo oF, , 04, -+ F,deo,
o come proietlivamente applicabili le ipersuperficie corrispondents. Due
ipersuperficie V,, V, del tipo qui studiato, che abbiano come elemento li-
neare una le forme F,, 4,, l'altra le forme F;, 4, saranno applicabili
se F, ed F, sono proporzionali, p. es. F, = HF,, e se 4, — HdA; & divi-
sibile per F,. Se ne deduce che in particolare ¢, = Ha;, e che ¢, — Hop;
¢ divisibile per ¢,, ossia, essendo @, e @; apolari a ¢,, doviad essere
@, = H@, . La varietd W,—, luogo del punto 7,3, ...., l'altra W,_, luogo
del punto 7,3, ... saranno pertanto applicabili; e quindi, escluso il caso
banale che esse siano proiettivamente identiche, dovra per @ risultate

5}

stessi di questa Notw essere n— 1 =2, n=3. Lo studio delle nostre V,

con o =1 ¢ cosi ridotto o quelto delle solite spersuperficic W,_, in uno
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spazio lineare ad n dimensioni; la ricerea delle coppie di tali ipersu-
perficie applicabili ¢ ridotto allo studio di alcune coppie di superficie W,
proiettivamente applicabili nello spazio S; o sole tre dimensioni. Le iper-
superficie V; corrispondenti sono le stesse, che Schur (Math. Ann., tomo 28)
ha gid incontrato come eccezionali per il problema dell'applicabilitd 77 senso
melrico. B non savebbe difficile completare dal nostro punto di vista le ri-
cerche di Schur; anzi qui la ricerca si semplifica perché per mnoi 1 iper-
piano z==0 & un iperpiano generico; per Schur esso é invece l'iperpiano
all’infinito, che pud avere posizioni particolari rispetto a V;, ed obbligare
percio all'esame di molti casi distinti. Anche per ragioni di spazio non svi-
luppo qui pereid i calcoli relativi, che saranno oggetto di una prossima tesi
di laurea nella R. Universita di Torino.

Meccanica. — Una propriety caratteristica delle coazion:
elastiche nei solidi elasticamente omogener. Nota di Gustavo Co-
LONNETTI, presentata dal Socio GiaN AnNTonio Maaar (V).

Consideriamo un solido elastico omogeneo (vale a dire: le cui costanti
elastiche siano indipendenti dalle coordinate) libero da vineoli, il quale

nel suo stato naturale — cioé nello stato di equilibrio stabile che esso spon-
taneamente assume quando non & soggetto ad alecuna forza esterna — si

presenti in uno di quegli stati di coazione elastica di cui mi sono occupato
in due Note precedenti ().

Ed immaginiamo attraverso ad un tale solido pratica'® tutti quei tagli
che sono necessarii perché i singoli elementi materiali che lo compongono —
liberati dai vincoli che inizialmente essi si creavano mutuamente — possano
tutti assumere il loro stato non deformato.

Nessuna restrizione vogliamo fare relativamente al numero ed alla dispo-
sizione di quei tagli, i quali, se in qualche caso particolare potranno limi-
tarsi a rendere il sistema semplicemente connesso, nei casi piu generali
potranno invece moltiplicarsi all’infinito, fino a sconnettere anche, se fosse ne-
cessario, il solido dato nei singoli suoi elementi.

Né vogliamo che resti in aleun modo limitato il grado di libertd che
coi tagli stessi si viene a conferire alle parti del solido che essi separano;
percid riterremo sempre che, una volta praticato un taglio, i punti gia affac-

(*) Pervenuta all’Accademia il 28 settembre 1918.
(*)

Colonnetti, Su certi stati di coasione elastica che non dipendono da aziont

T.
esterne. Rendiconti della R. Accadewmnia dei Lincei, vol. XXVI, serie H?, 2° sewm. 1917;
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Su di una ]hu'{iwulu/'w classe di coazioni elastiche che si tncontra nello studio della
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resistenza delle artiglierie, id. id., vol. XXVII, serie 52, 2° sem. 1918
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