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DELLE SEDUTE
DELLA REALE ACCADEMIA DEI LINCEI
Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.
i MEMORIE E NOTE
| DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI
pervenute all’ Accademia durante le ferie del 1918.

(Ogni Memoria o Nota porta a pie’ di pagina la data d’arrivo)
' Algebra. — Sulle radici reali delle equazioni iterate di una
| equazione quadratica. Nota del Socio S. PINCHERLE (V).

1. Con a(z) indico l'espressione x*—a, dove a & un numero positivo
al quale si dard il nome di base; con @,(z) ne indico le iterate, per
modo che e

e (x) = () , ey(z) = () — a, ... eu(z) = a2_\(z) — a.

Quando la base si voglia porre in evidenza, si scriverd e,(x;a) al posto
di e,(2).
Le radici dell'equazione {

(u) an(z) =0

si possono tutte esprimere mediante catene di » radicali quadratici

=1 |

(B) —_Fln—:lu:m:m.

i
Ad ogni diversa disposizione dei segni -+~ o — corrisponde in generale
una diversa radice della (e). i

Scopo della presente Nota e di dare un criterio per la realtd delle
radici (pB).

2. I opportuno anzitutto di stabilire una notazione che permetta di
porre in evidenza, nelle espressioni (£), la successione dei segni 4 e —.

(") Pervenunta all'Accademia il 6 settembre 1918. a
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I segni radicali di (8) verranno contati da sinistra verso destra. Supposto
il primo radicale affetto da segno —-, esso sia seguito immediatamente da
7, — 1 con lo stesso segno —}~; a questi succeda un radicale con segno —,
seguito immediatamente da 7, — 1 con segno -, e cosl via; infine, 1'ul-
timo segno — sia seguito da 7

o)

»— 1 segni . Una tale catena verrd rvap-
‘ presentata colla notazione

(7) (B o 7 oy o0 ')y
dove, essendo » il numero dei radicali, gli interi positivi (non nulli) 7,,
I's ... 7p dANNO
(0) ™+ 7 =Ty =—=n.
| Quando il primo radicale avesse segno —, si farebbe precedere da

questo segno la parentesi: cosi, la radice contraria di (y) si serivera
— e oo /’p‘), od anche (0,7, ,75,...7,).

Agli interi 7, , 75, ... 7, daremo il nome di ¢Zf7e (*). Volendo porre in evi-
denza la base, la (y) si modificherd scrivendo
(d") (A o oo s a).

»

Data una catena (y), le catene che se ne deducono sopprimendo i primi
radicali si diranno catene secondarie della (y). Tali sa

anno

3. Risalendo nella suce

sione delle catene secondarie, le (1),(2), ... (7%)
sono certamente reali. Se ne incontriamo una immaginavia (1, 7;, 744, , ... Tp)s
le precedenti saranno tutfe non reali.

Trattandosi di radici quadrate di elementi non reali, s intenderd che
il segno - sia attribuito a quel valore della radice il cui argomento & com-
preso fra 0 e @ (@ 4:561(150). ed il segno — a qllv]]ﬁ il cui argomento e
compreso fra = e 27 (27v escluso).

4. Pud accadere che due delle espressioni (f) siano fra loro uguali.
Cid richiede — condizione necessaria e sufficiente — che una delle catene
secondarie di una (#) abbia il valore zero; in altri termini, una almeno fra
le equazioni e,(z)=0, con m < n, deve ammettere la radice zero. Osser-
vando poi che, per # > 1, il termine indipendente da 2 nella («) non &
altro che e@,_,(a), la condizione precedente equivale al fatto che 'equazione

om_(2) =0 ammetta per radice o. Questo fatto, che un'equazione della

(*) Cfr. Rendic, dell’Accademia di Bologna, 17

febbraio 1918; Rendic. dell'Ace. di
Torina, 28 aprile 1918. Queste Note verranno citate rispettivamente colle lettere A e B.
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classe (@) abbia per radice lo zero o la base, pud accadere soltanto per
valori particolari della base, i quali si diranno walor; specialt o critici.
B evidente che l'uguaglianza di due delle espressioni (#) equivale alla
presenza di una radice doppia per la ().
Se due equazioni (), di grado diverso, hanno unra radice comune z,
la base é speciale: infatti da

‘xn(-lf) —(0) R,,,(U‘) =) (7 > m)
segue
“n—m((‘m(J‘)) — an—m(o) = 0.
Osservando che é

Loty (2
() /j/ﬁ,() = 2" () a3() ... @,y ()

si conferma che se la («) ha una radice multipla 2, per questa, annullan-
dosi la derivata, sard e,(2) =0 per un m <n, e quindi, essendovi una
radice comune a due equazioni () di indice diverso, la base sara speciale (*).

5. I valori speciali della base soddisfano dunque ad equazioni della

forma

) en(usu) =0, m=0,1,2,..)
cioe alle

% \u=0,u*—u=0, W —u?—u=0,

( ((#* —u)?—u)?—u=0,..

Poiché la base & positiva, 1'insieme dei suoi valori speciali & dunque
costituito dal sistema delle radici positive delle (). A questo sistema ap-
partiene il valore » = 1, radice di tutte le (¢) d’indice dispari. Le radici
delle () godono di interessanti proprietd, dalle quali perd possiamo qui pre-
scindere, e che si deducono senza difficoltd dalla velazione ricorrente

2
Cnm — G — U .

Ci conviene solo di notare che ogni radice » della ({) soddisfa ad una
uguaglianza della forma

(1) i]zszut---t[e?:u.

con m radicali; ad ognuna delle radici corrisponde una diversa disposizione
dei segni.

6. Consideriamo dapprima 1'uguaglianza () in cui siano tutti i segni
positivi:

(6) |/14+lz¢+v--+1z;=1a:

(*) V. Nota B, n. 8.
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. | 1 ] notazion (d!
questa, poiché m sono 1 radica I 1 secondo la notazione (0")
1 )
ael n 4
(6 m =
1 (6), 1 membro é maoois { =1, & minore di
©u =2 : e facile inoltre di dimostrare : - e funzione
decrescente di z; ne viene dunque cl ) | 1 soluzione posi-
L 1 = - - } — \ | 9
vlya, che 1naicnero con S,,. € c¢h € 0] 1 R | &
Essendo (zj;u) > (m;u) p 7 sar : > Sm 5 da cul si
deduce s, >'s, : ed infatti, si ha
( /)>.'/ per % < S 5 S
Le s, formano dunque una successione crescente. B sp =0, 5, — 1
Se —l ce
Le s, essendocrescenti ed inferiori 2, esse tendono ad un limite
— loro limite superiore — che dicofessere uouale 2 nfatti, se questo
limite S fosse minore di 2, si avrebbe
(75 2) <
per » arbitrariamente grande, se # & un valor compreso fra S 2. D'altra
parte, essendo
lim (7 ; %) =< (1 -+ 1/1 4 44)
che & maggiore di # PEr 0gnl # 1nierio a2 2 (), s1 puod prendere abba-

stanza grande perche sia (r;%) >#: vi & dunque contraddizions nel sup-

porre S < 2. La successione delle ende dunque al

limite 2.

Fra le radici delle (¢), la s,, @ la

massima positiva; infatti, per ogni

U>8m € (m:u)<wu, e quindi o forts ¢ minore di »# ogni espressione
Vou=="1y=—. formata da m radicali che, a differenza dj (m ; %), non

siano tutti positivi.
7. Veniamo ora a studiare la (m) nel caso in
siano positivi. Tale sard perd il primo segno:

cul non tutti 1 segni

‘D
il primo membro verrd dunque
a seriversi f= (7, ,7;, ... 7q 5 w) che indicherd talvolta brevemente anche
con f(»). La catena secondaria (7

Hh=/.

/

S i si indichera con f;, cosicche

Paragonando le cifre successive di / e di

/i, sia

Iy S=T4 5 P = Tgx1 5 doe IR—1

Tivk—2 s T = P41 »
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dove £ & =1. Allora, se % ¢ dispari ed 7k >>Tivk—1, Per ogni valore

U

che rende /; ed / reali, ¢ generalmente [>>fi e cosi & pure se % & pari
ed 73 <7irr—i. Se invece & /£ dispari ed 7, < 7y, oppure /% pari ed
7w > Tivn—yy S8 [ < f;. Questo fatto si esprimerd dicendo che 1a catena f
e rispettivamente maggiore o minore della sua secondaria [i. Si e detto
« generalmente » perché per qualche valore speciale di » pud essere /=— fis

quando sia

(o) l— (/'1 y P2y e Timy 5 Ty Ty y o Py — 1)

ed % sia soluzione di /fi(z) =, si avra f@)="wu:

ma per ogni altro va-
lore di % che renda le catene reali, & /> /; se ¢ 7—1 dispari, /< /;
se e z— 1 pari, e si potra usare in corrispondenza la denominazions di
maggiore e minore nel confronto fra / ed /;.

; ; . daf
8. Si noti che nel caso della (¢), & (/ == per =%, ed un esame
au
di carattere elementare mostra facilmente che vale il segno -+ se 7— 1 @
dispari, il segno — se z— 1 & pari. Onde per # > u e sufficientemente

; o @l S 3 e S
prossimo, & >1 nel caso di /> /;, e quindi f(z) — z &, in quelle
au
condizioni, funzione crescente di «.

9. Possiamo ora cercare la condizione sotto la quale un’equazione

(%) f()=wu, con f=(r,,rs,.. 7q)

ha soluzione reale (positiva). Si noti che per x maggiore della ‘soluzione (se

e unica, e della massima se eventualmente ve ne fosse piu d'una), @ f(u) < uw.
La condizione in discorso & data dal seguente

TeorEMA. — « Perche la (x) abbia soluzione reale, che non sia solu-
« zione di una /; = u, occorre e basta che sia T i periui=—28 31 e qn.

a) Intanto, il teorema & vero nel caso di g=2.

Se infatti e (7,,7) > (7,), ne consegue necessariamente 7, 7o 81a
m—1>7s5 € Spmy > 8y, onde f(Sr,—1) > f(80,) > (755 Sp.) = Sp.» ondo
per =5y _, € f(%)>w; ma poiche si ha (r,,7,) <r,, & [ < u per
u = sy, ; onde la (x) ha soluzione reale compresa fra
r—1=

S$r,—1 €d s, . Sia invece
2; 81 e nel caso considerato al n. 7, con w==s, ; per z>>s, e
sufficientemente prossimo, & /(z) — « crescente onde, essendo /() = u per
U= Sy, & [(u) >wu per u>s,, e abbastanza prossimo: & invece f(w) <u
per # =s,,, onde vi & una radice di (x), anche in questo caso, fra Syy—1
ed s, .

Se invece & (7,,7y) < (n,), il che richiede 7, <7y, [ non é reale
per # < sy,, come del resto nel caso precedente, ma per u = s, @ (71, 722) <
< (7)) <w, e quindi /(z) —u & costantemente negativo: la (x) non ha
soluzione. Per » =2 la proposizione & dunque verificata.

.

e e
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ma non

so vale per le catene di q cifre = (71,7

supponga il teorema dimostrato per le catene di ¢ — 1 cifre;

. Pq). Fra le

Ly T0), Sia fx la massima catena; /[y «» ammette dunque

gia essa @, con [x< % per u >a. Per u< o, le [r—1 s [h=2 s

I

Ora, sia > ; Ne viene ,".('T)>/);;(O')=G, ed

nalmente (caso del n. 7), f(¢)=a. Nel caso generale & dunque
w per u=—o0,f<u per u—=s, , onde /= u ha radice fra o ed s,,.
2 ( > fx, € (n. i\”—:—?—xlwl'l(:de
: g du ;

— 1> 0, eioé f— u crescente per valori di # maggiori di ¢ ed
simi a o, ond > » per questi valori, mentre & /<% per
ingue una radice di /=wu fra ¢ ed s, . Questo caso ecce-

2 quello in cui la (%) ha piu di una soluzione reale, ma ve n’'ha
I i\"\,z’«(/>]L

< St ha f(0) < fi(lo) =0, e, per u >0, & f(u)<
— % non h unaue in generale soluzione reale. ed ecce-
n wvere la soluzione o, appartenente pure alle [z =w. Il

na l1mostra
Si —u puo venire soddisfatta se, e solo se e /> fi,
0. Dal teorema precedente & facile di dedurre la condizione sotto cui
= s ; u) e reale. Intanto, lo e per ogni » = 2. Nel caso
2 1 le secondarie s[5, . [, cerchiamo la massima, e sia /5. Per
> massi le & applicabile la proposizione del n. 9, e quindi vi & un
gy tale che per < Oy € [y non rea ) per ¥ —oy € [fr—u,
U >0 /< u. Ne viene che / non ¢ 1le per < o, mentre invece,
, > 0y essendo, in conseguenza di u, anche /; <w per ogni in-
7 da 2 a ¢, la e reale. Il limite di realtd & per la £, cioé un nu-
1le che / sia reale per » = & e non reale per # < &, @il numero oy
1lla catena ~lf\'”IJ']‘Hiil massima / numero che ¢ [,’u]i('w (h /,‘.: U

11 al = U D¢ =

[1. Con cid si & in grado di rispondere alla domanda enunciata al n. 1

me scopo della presente Nota. « Pei

1one

« indi

(C

l].l\l €sdlie ‘1

« catene secondarie

z),

riconoscere se la (g), radice dell’equa-
sia 0 no reale, essendo nota la disposizione, in (f), dei segni

s1 scrivera codesta radice nella forma

A o 718 oyieoa i 6 (1)) (74 —';— -—f— -+

=7Tq=—1"n),

si riscontrera quale sia la massima fra le

— (G e (tyspcastit))icoin ]
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« sia essa [y = (7k, 7 k+1,... 7q). Per questa, considerata come funzione
« della %, esistera un valore o che rende /3(#) = » mentre non da [i(u)=u
« per alcun valore dell’ indice 7 superiore a 4. Allora la radice (f) & reale
« se la base & & superiore od uguale a o, non é reale se ¢ a < 0 ».

12. Un'osservazione assai semplice mostra che fra due radici consecu-
tive s,—, ed s, cadono infiniti valori speciali di %. Infatti, presa l'equazione

(4) (g 1L o 1L o 1)) ==

dove & 7 > 1, questa, avendo il primo membro nelle condizioni del n. 9,
ha una soluzione o che e evidentemente compresa fra s,_, ed s,.; questa
soluzione & un valore speciale per #. E potendosi prendere arbitrariamente
il numero delle cifre 1 in (4), e la o essendo diversa per due diverse tali
equazioni, il numero dei valori speciali compresi fra s,_, ed s, viene dunque
ad essere infinito.

Meccanica. — ds® einsteiniani in campi newtoniani. 111. For-
mule ausiliarie. Nota del Socio T. Levi-Civita (V).

Ho raccolto in questa terza Nota considerazioni e sviluppi aventi ancora
carattere preparatorio, in quanto trovano la loro principale, se non esclusiva,
ragion d'essere nel sussidio che presteranno alla effettiva integrazione delle .;
equazioni gravitazionali di Einstein in alecuno dei casi o sotfocasi gia clas- ‘
siicati nella Nota II. '
Circa il contenuto specifico rileverd che si tratta in primo luogo del j
passaggio da una forma fondamentale ad un’altra che ne differisce per un ‘
semplice fattore (trasformazione conforme). Ho assegnato le relazioni espli- ‘
cite fra omologhe derivate covarianti (§ 1) e omologhi simboli di Riemann
(§2). A dive il vero tali relazioni figurano gid in una Nota del sig. Finzi
pubblicata nel 1903 (*); ma ho stimato opportuno ricavarle ez novo per
comodita del lettore.
Nel § 8 ho indicato un processo di riduzione da » -1 a = variabili, f
di cui gia mi sono valso (per # = 3) nel riferire al s* spaziale (anziché
al ds'® quadridimensionale) le equazioni della statica einsteiniana. In sostanza
si troveranno qui ripetute, per » qualunque, formule che gia serissi per
n=3, onde farne (§ 4) applicazione, per » = 2, al calcolo dei simboli
di Ricei relativi ad una forma ternaria del tipo

do* + A? (/.l“‘:

(*) Pervenuta all'Accademia 1'11 ottobre 1918.
(%) Le ipersuperficic a tre dimension: che si possono rappresentare conformemente
sullo spazio euclideo, Atti del R. Istituto Veneto, T. LXII, pp. 1049-1062.




