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Matematica. — Sulle superficie le cui normali si distribui-
scono in una serie. ' di rigate applicabili sull’iperboloide ro-

tondo. Nota del Socio Luiat Brancar ().

1. Del problema corrispondente all'enunciato nel titolo di questa Nota
sl conoscono gid due ampie soluzioni particolari, ciaseuna delle quali dipende
da dwe funzioni arbitrarie.

La prima e pit semplice soluzione corrisponde al caso che le oo! rigate
siano congruenti coll'iperboloide rotondo stesso. Di questo caso, ed anzi
anche dell’altro pini generale di un iperboloide rotondo variabile di forma,
tratta un mio lavoro inserito nel tomo XXVI (serie 32) degli Annali di
Matematica (1917).

La seconda e piu interessante soluzione, fornita dal teorema di Chieffi.
si ottiene nel modo seguente (2).

Si consideri una qualunque superficie S (non rigata) applicabile sul
1'iperboloide rotondo, e sopra di essa le co! geodetiche g deformate delle
generatriei di un sistema. La congruenza (normale) formata dalle tangenti
alle geodetiche ¢ da appunto una soluzione del nostro problema; e questo
anzi in doppio modo (cid che & una particolaritd del caso attuale), poiché
la congruenza si decompone, pel teorema di Chieffi, in due serie o' di 1i-
gate deformate dell’iperboloide, che si ottengono associandone i raggi lungo
le asintotiche dell'uno o dell'altro sistema di S .

(*) Pervenuta all’Accademia il 16 ottobre 1918.

(®) Cfr. il volume III delle mie Zezioni di geometria dijferenziale, § 2.
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Trattando nella presente Nota del problema generale, stabilisco il sistema
li a derivate pavziali da cui il problema dipende, il sistema (A)
del n. 3, e ne deduco che la soluzione generale contiene /7e funzioni arbi-
rarie essenziali. Lissa & quindi assai piu ampia delle particolari sopra ricor-

e, delle quali si esamina il modo come si deducono dalla cenerale. Ma
a nel caso piu generale, come gia in quello particolare corrispondente
al teorema di Chieffi, si hanno metodi di trasformazione che permettono di
dedurre da una soluzione iniziale nota infinite nunove. Queste sono le #ras-
07 Mmaze By delle defoimate rigate dell iperboloide, ed ancora qui il teo-
rema di permutabilitd permette di semplificare, nel noto modo. i metodi
di trasformazione.

Osserviamo che qui si presenta spontanea una generalizzazione dell
n I ricerche sostituendo HH'!}%‘M,"“WN rotondo ad una falda una (qua-

mng a dove saranno da utilizzare in simile modo le tras-
f bk, ma di questo mi riserbo di trattare in Note successive.

2. Suppongasi di avere una serie oo! di ricate R deformate dell” iper-
ondo ad una falda di cul siano A .B i semiassi dell iperbola

| a e suppongasi inoltre che la conoruenza costituita dalle ogeneratrici
i R sia una congruenza normale.

iz qualunque di gueste ricate R consideriamo la linea I di strin-
omn )=C Sard, [H‘i teorema dai Lm_w«'(uz una curve 2D nd, le cul
1 1
due cui r lessione che indicheremo con i == ¢ la torsione M = —
0 |
saranno lega la una relazione lineare, sc
1) asenc.l— se. M= 1
due costanti essendo legate al semiassi A . B dalle formole
\ —asene . B-= 1 COS (

Mantenendo per la curva I' le consuete notazioni ( Lezzoni. vol. I. cap. 1)
si sa che 1 coseni di direzion Ayw,v della curva T di Berirand coniu-
cgata di I' (avente le stesse normali principali di I') sono dati da
(_1) /T = asen¢ — A cose V= [0l B — (L CcosSc , ¥ =ysenc —uv cosc,
e IIJ 1ata “ 81 forma Ct-l:‘]m'«‘\l'](v per <|fm }Hmiw lll / i| m”'_'iu Llf’”ﬂ
divezione (1, /7, %) (Bioche)

Consideriamo ora la superficie, che diremo =, luogo delle oo! curve I"
di Bertrand e riferiamola ad un sistema coordinato curvilineo (»,») di
cui le linee » = cost siano le curve I' ste se, e le = cost intercettino
sulle I' archi eguali, cid che lascierd per ora arbitraria una linea iniziale
di questo sistema p. es. la u= 0, scelta la quale fisseremo le rimanenti

_~"/ — -'g-v‘”»_Aw - e T ——
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assumendo a parametro u ['arco delle I' contato a partive dalla # = 0.
Il parametro » restera provvisoriamente indeterminato.
Le coordinate 2,y , s del punto (,v) di =, come pure i coseni delle

a By
tre direzioni principali delle curve I' di Bertrand |& n {| risulteranno

L w o

determinate funzioni delle variabili »,» e potremo scrivere per la super-
ficie = le formole fondamentali del guadro :

DY QT ~ A
E = ’ \N,’ = P« + Q§ A RA
Qe : e
— =1L ; = 7 — gl
: = 3 ~0 7 74
(3)
VE ) &
= Le — M4 i PA — re
4 Py
— =— M¢& — = ga — p&
QU e o

tralasciando le analoghe ottenute con permutazione eircolare rispetto agli
assi. In queste formole (delle guali quelle a sinistra sono le formole di
Frenet per le curve I') figurano, oltre le due funzioni L , M, legate dalla (1),
le tre rotazioni p,¢,7 e le tre traslazioni P, Q, R.

Scrivendo le condizioni d'intecrabilita delle (3), si hanno per le rota-

zioni p, ¢ ,7 le equazioni differenziali

P M g A7 L
4 — =Lj——, —=—(Lp+Mr), — = Mg L —
(4) RV L W 2 ) P LoD
e per le traslazioni P, Q, R le altre
~ l) )( D l)
(5) ! =ILQ 1=/'—LI’—A\IR ; I\=MQ—_
U U u :

Ma ora dobbiamo introdurre in caleolo 1 ulteriore condizione che la
congruenza delle generatrici delle rigate R deve essere normale. 11 rageio

generico della congruenza parte dal punto (z,y,2) coi coseni di direzione

X=A=wasenc—Acosec , Y= =@ senc— weose ,

== ySene¢ — » ¢cos e

e la condizione di normalitda, posto

) D
U= SiXi—F SV — ISR =—1
)

o




Sl esprime con

Ma si ha subito dalle (3) e (6)

U=sen¢e , V=Psen¢c—Rcosec.

e perd la detta condizione si sc

2R
(7) sene — —cos e — — 0,
U /4
che per le (5) e per la (1) diventa
() (,!:—r///n'l_hw
D'altra parte, integrando la (7), risulta
] Qv OF > = /
(9) SX = Psenc — R cos ¢ = y¥(v),
Ry

essendo (v) una funzione della sola », ed ora se disponiamo conveniente-
mente della linea iniziale » =0 sopra =, che rimaneva arbitraria, possiamo
semplificare le formole e dedurre una consecuenza ceometrica notevole. As-
sumiamo per c¢id la linea # =0 in guisa che rvisulti ortovonale ai raggi
della conoruenza uscenti dai suoi punti (*), e dovremo avere SX L\; = ()
oV

per w= 0. Ma allora la (9) dimostra che sara identicamente ¥(») = (). e
percio tutte le linee # = cost risulteranno, come la #=—0. ortogonali ai
raggl della congruenza. Risulta di qui il teorema in vista:

Sulla nostra ,;///)//‘/U'zw > /e ",,,/‘, '//'«/r;',//«zfl/;/' ar ragagi //’P/‘/?// r////(//’//(//,g(/
(il _,,w,//,/,r//,/'/ (]M//’(‘ "/(]’///’ R) interceltano archi equali sulle curve I

trand, linee di stringimento delle rigate R.

3. Scelfo 1l sistema coordinato (% . ») nel modo superiore la (9), essendo

77/]1'/ ) = 0. e¢1 da

(10) R=togc.P,

e con questa e colla (8) risultano eliminate le due incognite Q,R; e sosti-
tuendo nelle equazioni differenziali (4), (5) coll'esprimere inoltre M per L
dalla (1):

1

a COS ¢

M=Ltg¢—

(*) Si noti che una tale linea ¢ necessariamente distinta dalle p» — cost, le quali

ool . S50 P 7 -
tagliano 1 ragei della congruenza sotto 1'ancolo 5 — ¢ diverso da —
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otteniamo per le rimanenti 5 funzioni incognite
D G o Py g 18

il sistema seguente:

d d 7 p cos ¢ - 7 sen ¢
i:L«,—Lch—L, Wq= r___ peose] /Mm(.
\ pL 0V U @ Cos ¢ cos ¢
Y4 1 L
A I Rl o
(4) , U (L S acosc)? + R
P 1L — sene
= = —4cosc. Lg , aL(pcosc 7 senc) 4 ° uco.»;«: P = 2r.

Ora dall’ultima, che & una relazione in termini finiti fra L . 12 0P,
potremo trarre p. es. p in funzione delle rimanenti ed il sistema (A) si
convertira nelle quattro incognite

(f 5 77 % by, 12
in un sistema differenziale del 1° ordine risoluto rispetto alle quattro de-
rivate
B¢ 27 “RDE IR
k) )M b Du .

.

I teoremi generali d'esistenza assicurano che la soluzione generale di-
pende da quattro funzioni arbitrarie di », e ciod da quelle a cui si riducono
inizialmente ¢ ,7, L, P per v = 0. Ma di queste quattro funzioni arbitrarie
una ¢ soltanto apparente e dipende dall’arbitrarietd ancora lasciata al para-
metro v.

Cosi in definitiva: La solusione generale del problema proposto di-
pende da tre funzioni arbitrarie essensiali di una variabile.

Come si caratterizzano entro la soluzione cenerale le due particolari
indicate al n. 1? Per la prima, nella quale tutte le ricate R si riducono
all’iperboloide stesso, e quindi le curve I' ad altrettanti circoli di raggio
« sen ¢, basta porre nelle formole generali

1

L=——

a sen ¢

I

0,

e le equazioni fondamentali per le funzioni incognite ?,q,P si riducono
alle tre seguenti
P q Y P P

11 e s = — Sl = —2Cotc.q,
( ) QU @ senc¢ DU a Sen ¢ QU 4

mentre 7 si calcolerd da
b}

"= pcot ¢

a sen e

Renpicontr. 1918, Vol. XXVII, 2° Sem. 28
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o soddisfera alla = (. L'integrazione delle (11) & immediata e prose-
e soddisfer e =
guendo si avi ro, sotto altra forma, 1 visultati gid ottenuti nel t. XXVI
y ed 1vi interpretati n camen
i olociamoci ora a ¢ similmen a seconda delle soluzioni
particolari fornita dal rema di Chieffi.
Per questo cominciamo dal che del sistema differenziale (A)
si pud subit o » Un 0 m yiche 1nfa ‘aspressione
ha, 1 1camente la, in )] lerivata rapporto ad %, e
- \ - N
N ( tema d 7 (A a D7 ( quadraitico)
(b B F LOs I T I
I 220 e la Iunzione
F(p) re tettivamen ] 1one ger . una funzione arbitraria,
tali ess 1 ri iniziali di I = ()
Oy limos no che 14 7 te al caso
di (7 ( itlerizzata ) 2 7 1) L7 /) inte
1rale mo funzi I )5
questo osserviamo mo luogo che, nel ¢ di Chieffi, 1a con-
rmata dalle t le ceodetiche ¢ . sulla superficie S de-
1’ inerboloide. che OrIT lono alle generatrici di un ~i>t~mnn
SUp cie = luogo Vf“” di stringimento r 1e h]’f!‘r' secondo
cui le sviluppab rmate dalle tancenti e tagliano = sono manifesta-
mente ol delle ¢ e DPercio rtooonali ai ragei della congrueny
Dunque: nel caso di C) Le 8 ippabily di un sistema della congruenza
4
SON0 Prec cost
Ora s8¢
;
| — =— Pe a ( ;% P to
\
| 9 $ ) T e I . y
J — — — 08 a -1 (7 Sl= nNc)§ —senc. gA
/ D
3i calcolano le quantita fondamentali di Kummer della conoruenza (1), si
frova
1 . 7 COS ‘1’“ 7 8en ¢
E = M — 16— - (7 cos ¢ --7 en ¢
a* 17 c J )
¢ 0 , = fl— —cosc.q
( :
(L
(= —)——1_ 7 c0 ¢ 308 g0 ) ¢
/ Tl /H»/-}~/u41|/)~//.
L) Cfr. Lezions, vol. 1, § 137 «
o SR e N e
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La condizione che le % = cost formino uno dei due sistems di svilup-
pabili si serive
[G—gF =0,

e calcolata coi valori precedenti diventa
P(pcose—7senec) — ucos?e. *=20.

Come si vede, nel caso di Chieffi si ha necessariamente F(v) = 0, ed
ora proveremo che inversamente se F(») = 0 siamo nel caso di Chieffi. Tn-
tanto se F(v) = 0 le rigate » = cost della congruenza formano le svilup-
pabili di un sistema e noi consideriamo i corrispondenti spigoli di regresso
e la prima falda focale S, della congruenza loro luogo. Se con G I o
indichiamo le coordinate del punto (x,») di S ayremo

(12) Ty =2z 0X , yo =y + oY , & =2 -} o7,

dove il valore dell'ascissa o si avrd subito osservando che Je derivate 7ap-
porto @ v di x,,7%,,4 debbono riusecire proporzionali a X ,Y.Z. onde
risulta

@ CoS ¢.q
SR T

(13) 0

Dopo c¢io, calcolando 1'elemento lineare ds, della Sy, proveremo che
questa S, & applicabile sull’iperboloide, le sue geodetiche x = cost essend:
le deformate delle generatrici di un sistema.

Abbiamo

dz, = X do —+ dx + 0dX , ecc.
e per ciod

(14) dst=Sda}= do* 4 2do S X dz - 8 da® + 208 dac dX 4 * 8 IX?

Ora calcolando troviamo

D2
S da® = du? - ’- 2P du dy —+— ( = + a® coste. r/"‘} Lv*
COoS* ¢
« 7 - Vol § 1P ¢ g
Sdze ;/:\ — -2 008 ¢C . q au dv — ) -I»— a ('(l.\'(‘( /) L‘«I\'(‘—f— 7°Sen L') \ q av*
COS ¢ 3

e du? ) COS ¢ -~ 7 sen ¢ . sl
SdXt=— 42 £ s/ gen du dv -\ ; q*~(pcose - 7senc)? [ dv?
a” [
SXde=sgene.du,
e sostituendo nel secondo membro della (14), coll’aver riguardo al valove (13)
d o ed a valore di P

e 9
082 ¢ . 02
- @ COS* ( 7(/

=cC0s¢.qo0,

~ pcose—-rsenc
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i vede che i termini in du dv e dp* si elidono e resta pel dsi in coordi-

nate o, % la formola

Ma questa appartiene appunto all’iperboloide rotondo ad una falda, ri-
ferito ai paralleli o = cost ed alle generatrici di un sistema # = cost. Con-
cludiamo quindi: Za soluzione particolare data dal teorema di Chieffi e
caratterizzata analiticamente dal porre F(/') = 0 netl integrale primo (B)'.

geometricamente poi dalla circostanza che sulla Superficie = le linee or-

g(;¢/,',,,«/ 1. 7"aqgi aella congrue L3 L"'/"'Z'S]j(},'/'[’7//1/ ////‘// A/‘)/'////l('lﬂ}/[ // Un

5. Ritorniamo ora al caso generale per dimostrare che anche in questo
_- caso nelle trasformazioni By per le deformate rigate dell’iperboloide rotondo
si ha un mezzo per dedurre da una soluzione nota del problema infinite

nuove soluzioni.
[n primo Iuogo stabiliamo 1'esistenza della trasformazione complemen-
tare, che si ottiene senza alcun calcolo d’integrazione secondo il teorema
I

seguente: Se s ha ana prima serie o' di rigate R applicabili sull'iper-

boloide rotondo e le cui generatrict [Ormano una Congruenia normale,

una seconda tale serie si ottiene subito dalle loro rigate complementari R (*).

Per dimostrarlo ricordiamo (*) che la rigata R complementare di R si

forma conducendo pei punti (z,7 .35) della curva I' di Bertrand coniugata

J

\

di I" 1 raggl coi coseni di direzione X, Y ,Z coincidenti con quelli 4, 1,1

binormale a I'. Ora abbiamo

r =— 1 — ¢/, Sen ¢ f ec(
77 ) ;
\ — = (I 18en¢. L) o« — asenc. MA
\ Yu

| — = (P — a sen ¢ ) & — @ coS ('_‘{5—-{—rP1‘\_{/;+«/ sen (‘,,/;)l

E siccome X = /
ME QA g
=M , —=qga — p&.
S 7 1 /
(*) Indico di passaggio che il teorema vale anche pel caso in cui le rigate R siano

applicabili sopra iperboloidi rotondi diversi, quando perd sia lo stesso per tutti questi
iperboloidi il momento delle loro generatrici rispetto all’asse.

(*) Cfx. Lezioni, vol, II,  Nota I, pp. 67:




ne risulta

X AT

S : = —gcosc. My
U IV

L X T \

S N)D_u_(l—abeuaL)y.

onde per la (1) le due espressioni ora scritte sono eguali, il che esprime
appunto che le generatrici delle R formano wna congruenza normale, come
e asserito nell’enunciato del teorema.

E manifesto cosi che da ogni soluzione del nostro problema se ne ot-
tiene subito, in termini finiti, una seconda mediante la trasformazione com-
plementare, che & di sua natura involutoria.

Nelle generali trasformazioni By, che andiamo ora a stabilire, troveremo
invece il modo di moltiplicare all’infinito le soluzioni del problema, par-
tendo da una iniziale nota.

6. Volendo procedere colle formole stabilite nella presente Nota con-
viene ricordare che le trasformazioni Bj delle deformate rigate dell’iperho-
loide rotonda equivalgono perfettamente alle trasformazioni di Razzaboni (%)
delle curve I' di Bertrand che sono le linee di stringimento di queste de-
formate rigate.

Secondo le formole del § 23 della Memoria ora citata, applichiamo a
ciascuna curva I' di Bertrand (» = cost) della superficie = una trasforma-
zione Bs, a costante o, che la trasformi in una nuova curva I'" di Bertrand
della stessa famiglia; avremo cosi

(15) a'=a 4 acoso[coscseng.a-f-cosg.&-}-sencseng.4i], ecc.
dove ¢ & una funzione di #,», assoggettata per ora a verificare 1'equazione
di trasformazione [ibid. § 23, formola (64)]

(1) R L sen ¢ sen @
U cos¢  acos ¢ (sen o - cosc)

COS @ .

Quanto alla costante o essa & del tutto arbitraria e soltanto doviemo
supporre per il seguito
(16) sen®o == cos®e .
Notiamo poi che 1 coseni di direzione X', Y',Z' della binormale alla
coniugata I' di I'" sono dati da
(16) X'= (Seno sen¢ —f- €0S @ COS ¢ COS @) & —
— cos o' sen @ . & - (cos & sen ¢ cos ¢ — sen o cos¢) A, ecc.

(") Cfr. 1 §§ 22, 23 della mia Memoria: Zeoria delle trasformaziony delle super-

ficie applicabily sulle quadriche rotonde. Memorie della Societa dei XTI, tomo IV della

serie ITI (1905).
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e se pel punti di I si tivano i raggi nella direziono (X', Y’,Z'), questi
formano una rigata R’ deformata dell'iperboloide e trasformata della com-
plementare R della R mediante una certa B; (vedi Mem. cit.). Ora doman-
diamo: a quali altre condizioni, oltre la (I), conviene assoggettare la fun-

ne @ = @(«,v) affinche le generatrici delle rigate R’ formino a loro volta
una congruenza normale?

Per questo dovremo avere

el i P, = I”
= il === =
QU 2V AV 7

0SSs1a

Eseguendo i calcoli sulle (15), (16) e riducendo opportunamente, tro-

viamo che la condizione da aggiungere alla (I) & la segnente:

2L =0

Sen @ ¢os o (p ecos /‘/l+ sen ¢)
AV { a cosc(sen

/
— — — —_— COS ¢
20 — c0S? ¢ sen®*a — cos?e y Pls

I cos ¢ \ P sen ,_Sen ¢sen’c —- cos ¢ c0sa7 )
= = Sen @ — = = = == = o e (e
' senag — cos ¢ 4 { @ cos ¢ (sen®oc— cos?e) ! sen? o cos? e \

Le due equazioni simultanee (I), (I*) per la funzione incognita ¢ for-

mano, come si verifica, un sistema completamente integrabile. che nella in-
cognita 4 = tg ;¢ assume la solita formola di Riceati.
o

luciamo cosi dalla serie nota di rigate R deformate dell iperboloide una
I

sata la costante o, se si integra la detta equazione di Riccati de-

semplice infinitd di tali nnove serie, a congruenze di generatrici normali.
Osserviamo pol che sussiste anche in questo caso 1l (teorema di per-
mutabrlite con tntte le sue conseguenze che permettono di semplificare i
metodi di trasformazione.
Notiamo da ultimo che se la serie co! iniziale di deformate rigate R

dell'iperboloide offre il caso particolare di Chieffi, lo stesso accade per tutte

le nuove serie che se ne derivano per trasformazioni Bj.




