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Meccanica. — ds* emnsteiniant in campi newtoniani. IN. []
sottocaso B,): Riduzione delle equazioni differenziali. Nota del
Socio T. Levi-CiviTa (V).

La precedente Nota III fu, per cosi dire, di preparazione generica:
guesta sara di preparazione specifica alla deduzione di una classe di inte-
grali. Si tratta del sobtocaso B.) [cfr. Nota IT], il piu semplice. dopo quello
elementare (o galileiano) in cui lo spazio resta addirittura euclideo. Dalle
condizionl caratteristiche di B,) scende (§§ 1-2) che lo spazio é atteggiatc

varietd normale di Bianchi con due curvature principali w, e w, eguali
tra loro, talché (siccome la curvatura media si annulla in ogni caso) si ha

0, =0;=— -0,

DO | -t

designando e la terza curvatura principale. Il guadrato dell'elemento lineare

)

e (§ 3) riducibile alla forma
dI? = ¢*%(de? + du?) ,

dove do rappresenta un elemento lineare binario (di cui anche i coeflicienti
sono indipendenti da ;), e la funzione = & legata alla velocitd della luce
V=V, (V, costante di omogeneita) dalla relazione » =z -, con
funzione della sola x,; inoltre ¢=°7 differisce da e per un fattore costante.
Si potrebbe cercare di sfruttare tutti questi risultati simultaneamente
procedendo a diretta riduzione e integrazione delle equazioni gravitazionali
intrinseche, secondo il criterio indicato a § 4. Ma si richiederebbero caleoli
poco istruttivi e artifici non spontanei. Ho preferito pertanto riprendere a/
initio le equazioni della statica einsteiniana, cercandone le soluzioni pe:
cui il d/* ha la forma indicata e z =2 - { (senza far intervenire ipotesi
concernenti la curvatura). In base a tali condizioni addizionali, le equazioni
si trasformano con procedimento sistematico rivolto alla separazione delle
variabili (§§ 5-6), applicando le formule della Nota precedente. Vien fatto
0s1i di sostituire, come forma fondamentale, il d¢® binario all'originario

1

*, e le espressioni che ne risultano per le curvature principali mostrant

a posteriori che le soluzioni in questione somo tutte e sole le B,) cercate.

Per ragione di spazio, mi sono arrestato a questo punto, rimettendo
alle prossime Note la discussione del sistema ridotto che non si presenta
ancora sotto forma immediatamente integrabile.

(*) Pevvenuta all’A

cidemia 1’11 ottobre 1918,
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l. — SEMPLIFICAZIONE DELLE CONDIZIONI DI INTEGRABILITA
|

| CORRISPONDENTI AL SOTTOCASO B,).

|

i Ricordiamo — con riferimento alle Note precedenti e in particolare
alla IT (*) per simboli e formule — che il sottocaso B,) & contraddistinto
lall'annullarsi di

| 03 =W, —w; ; s ==1Y2s1 R st — V3198

La prima condizione esprime che sono eguali due delle curvature principali.
Siccome la curvatura media 9l = w, -+ w, - w; si annulla in ogni caso.
cosi le tre curvature principali ,,®,, . si possono esprimere per mezzo
di una sola funzione w (del posto) sotto la forma

(1) W,=—-® , Wy=—

DO | =

In una tale metrica (prescindendo dal caso particolare in cui o si riduca ad
una costante) assumono evidentemente posto cospicuo le superficie w = cost.

(luogo dei punti in cui lo spazio si presenta egualmente incurvato) e le loro
traiettorie ortogonali che chiameremo, come & naturale, linee di pendens
(delle curvature).

Delle tre direzioni prineipali di enrvatura e univocamente determinata
. soltanto quella corvispondente ad w, cioe [Nota II, § 4] la 3, che si dira
assiale; le altre due sono unicamente sottoposte alla condizione di essere
perpendicolari tra loro e alla 8. Chiameremo naturalmente linee assial:
quelle definite dalle direzioni assiali 3, e comgruensa assiale la [3], for-
mata dalle linee assiali. La relativa anormalitd ys,0 — yss; si annulla in
causa di y, =y, = 0. Percid la congruenza assiale taglia ortogonalmente
una famiglia di superficie, che gioverd assumere come superficie coordinate
vy = cost. Va notato altresi che (annullandosi separatamente ys» © ¥se1)
sussiste la relazione

(2) Yare =+ 7

Premesso questo, introduciamo nelle condizioni di integrabilita [(IV) della
Nota I1]

A | dwy, dv

“V) dl; + (wi — (')Ir) Ykik _I‘ di; (0r — 0),“) =0,

(*) Cfr. Nota I a pp. 307-317 del vol. XXVI (2° semestre 1917); Nota II a pp. 3-12 :
del vol. XXVII (1° semestre 1918); Nota III a pp. 183-191 di questo stesso volume §

(20 semestre 1918).
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in eui 7.%,7 rappresentano indiei distinfz, le determinazioni (1) delle cu:
vature principali.
Anzitutto, per £=1 0 2 , (e quindi =2 ovvero 1 rispetti-
te) si hanno le due equazioni
(40)] Ll |’
(IV.) —+ 30— =20 (=112 i
y/rl.

Cooli stessi valori di %2, ma ¢=3 (e quindi J

ovvero a 1) risulta

-~ /;(r) I
(I\ ) = —.ww),k:()
il

Infine. per 2=3 ,7=1 o 2 (e qml]']i —

rlca
lw ¢ Ly
— — %/ OY3i3 1 /2 @ —
ol a

——

eguale rispettivamente a 2

(=1L 2)e

2 o 1 rispettivamente), si

che, unite alle precedenti. esauriseono le (IV). Quest'ultimo gruppo, elimi-
N v = =
nandone le — per mezzo delle (IV,), puo essere seritto
11
e dw
(LV) — — SWY3i3 = 0
L y
2. — INTERPRETAZIONI GEOMETRICHE.
RIFERIMENTO AD UN SISTEMA TRIPLO ORTOGONALE.
[, ipotesi @ = O implicherebbe. in virth delle (1), I'annullarsi di tutte
e tre le curvatul 1] 1 1 tratterebbe pertanto di Spazlo euclideo. e
si ricadrebbe n 150 calileiano B,). eia esaurito nella Nota IT (8§ 7). Va

5 ] e 1to ]i'\l,'t‘

quindi ritenuto

(3) 0 — Wgy 6~°7

designando con w, una curvatura costante (non nulla, ma a p77o77 arbitraria)

che si introduec per ragione di omogeneita, onde poter risguardare 1'espo=

nenziale e con esso 1'esponente z quale un puro numero. Tale & — ricor-

diamolo — anche », legato alla velocita V
[| 2) della Nota H:]
V=2 ()

della luce dalla posizione

A vero dir 11 T, la costante moltiplicativa V, (affatto inessenziale
perche non compare nelle equazioni differenziali) era stata designata con ¢. Siccome si
snole attribuire a ¢ il specifico di velocith della luce in assenza d'ogni cir-

costanza perturbatrice, cosi evito d'ora innanzi di adoperare la stessa letfera per una

nella Nota V, § i ] la detta interpretazione fisica.

nplice costante di omogeneita, che pud benissimo non avere ‘r.,mw per es. vedremd




Per il semplice fatto che w non si annulla, segue dalle (IVy)
(4) V311 = Y322,

la quale, associata a (2), sta ad esprimere che la congruenza assiale [3]
¢ isotropa, ossia pud, in infiniti modi, risguardarsi costituita dalle interse-
zioni di due famiglie di superficie ortogonali fra loro (*)- Due tali famiglie,
unitamente alla 2, = cost., formano un sistema triplo ,ortogonale, talche,
assumendole come superficie coordinate x, = cost. , 2, = cost., il quadrato
dell’elemento lineare dello spazio ha necessariamente la forma

it = H3 da} + 02 do? -+ HE das? .

Abbiamo gid osservato a § 1 che ogni terna trirettangola di dirvezioni
fra cui figuri quella assiale pud essere risguardata come principale. Percio
in particolare e lecito considerare come terna principale di curvatura
quella costituita dalle linee coordinate di un qualsiasi sistema triplo orto-
gonale cui appartenga la fomiglia z, = cost. Cosi intanto risulta che ogni
varieta del tipo B,) & normale nel senso di Bianchi, e quindi rientra nel
tipo B,) [Nota II, § 67, di cui perd costituisce [in virtu della condizione
addizionale d; = 0, ossia delle (1)] una classe speciale. Ed & ben ciustifi
cato il considerarla a parte, tanto pit che B,) si inteora, mentre non s
saprebbe forse affrontare B,) nella sua generaliti. f

3. — FORMA FINITA SOTTO CUI GIOVA RITENERE
LE CONDIZIONI DI INTEGRABILITA.

Ricordiamo che le linee coordinate di un sistema triplo ortogonale co-
stituiscono tre congruenze mormali, per cui le y con tre indiei distinti somo
nulle, e le altre si riducono allo schema yi. Queste si esprimono, per
mezzo dei coefficienti H del 4/ riferito al sistema triplo, sotto la forma

dby ; .

N (3= k)
dl;

essendo

b
Yk

IRl =@

(*) Cfr. Rigei, Dei sistemv di congruenze ortogonali in una varieldé qualunque,

nelle Memorie di questa Accademia, ser. V, vol. IT, 1896, pp. 31 e 44. La denominazione
« congruenza isotropa » ricorre perd soltanto nella successiva mia Nota Sulle congruenz
di curve, in questi Rendiconti, vol. VIIL (2° sem. 1899), pag. 243. Le proprieta differen-
ziali delle congruenze, e in particolare delle congruenze isotrope, ivi riferite all’ordinario

spazio euclideo, sussistono anche in una varietd a tre dimensioni di natura metrica gua-

lunque.
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Jon queste espressioni delle y, ove si elimini anche » per mezzo della
(3), 1 tre gruppi (IV,), (IVs), (IV,) divengono rispettivamente

dv arT c
(1V%) dl: = di =)
= db; dr
(1V3) dls ~ rll/,‘ :
(IVv!

Tali equazioni vanno notate perché si prestano a diretta combinazione colle
equazioni gravitazionali [sotto la forma (I*), (II*) della Nota II], combi-
nazione che sarebbe richiesta dal primo dei procedimenti di integrazione di
cul sara fatto cenno nel § seguente. Ma importa anche piui 1'osservare che,
sostituendo ad ogni /; la sua espressione H;da;, si attribuisce alle sud-
dette equazioni la forma equivalente

Y 0T s T s T )
e : - = ; = (¢=1,2).
P) AL; a 21 oL§

L'effettiva integrazione del primo gruppo porge

(1Y) N ol 7

IS

designando ¢ una funzione & priori arbitraria dello solu =

Dal secondo gruppo, tenuto presente

pl s che H; = ¢, si ricava

1V} H; — o= X

(=1l 2);

i; dipendendo soltonto do z,, z, .

Infine il terzo gruppo equivale a
}]2 = ¢* %

con y funzione della sola z,. Ma si pud

un semplice cambiamento di parametro, sostituendo

sempre rendere 1, eseguendo
k

cioe alla variabile z,
una sua opportuna funzione. Adottato questo nuovo parametro, che per sem-
plicita seguiteremo a chiamare z;, si ha

(IVY) H, —¢"
ossia by =7z.

) e (IVY), il nostro di* assume 1'aspetto
U?T(jlv;d/f —I‘ .IL,}( 1

Si noti che, per essere I, e 3, funzioni di

In virtu delle (1V

2y y Z3 non ulteriormente vin-
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colate (dalle equazioni di cui ci oceupiamo), i dowt -+ Wida? costituisce un
generico d¢® binario.

3 Possiamo pertanto riassumere le condizions di unteqrabilita come seque:

(5) dl* = % dl'* = ¢*(d0® - du2) ,

con da elemento lineare binario (a coefficienti indipendenti da x3), €i0 che
sostituisce le (IVY) ‘e (IV)),

(6) v=174¢

con & [unzione della xs, cid che riproduce la (IV)): infine v ¢ legata
ad w, ossia alle curvature principali (w0, = w, =—+ w) del di*, dalla

equagione (3); le zy (xy =cost. , x, = cost.) sono linee assiali (cfr. § 1).

4. DoPPI0 MODO DI IMPOSTARE LA INTEGRAZIONE.
PREFERIBILITA DEL SECONDO.

Conseguite ormai sotto forma assai maneggevole le condizioni di inte-
grabilita relative al sottocaso B,), si pud ricorrere, per 1 integrazione delle
corrispondenti equazioni gravitazionali, a due distinti criteri:

1°. Far sistema delle equazioni intrinseche (I*), (II*) della Nota II
colle condizioni di integrabilita (IV%) ., (LV;), (IV)), riferendo il /2 ad un
sistema ftriplo che rientri nel tipo (5), e semplificando poi ulteriormente
di mano in mano che se ne presenta l'opportunitd, in modo da vrendere
immediata taluna integrazione e giungere infine ad un sistema ridotto, in
cui figurano esplicitamente derivate ordinarie, al posto delle intrinseche.

! Il calcolo condotto per questa via mi e riuscito diseretamente laborioso
J e poco perspicuo, sicche reputo superfluo intrattenermivi, proponendomi di
| sviluppare invece il exiterio
‘j 2°. Le condizioni di integrabilitd esigono che il d/® spaziale e » (le-
1 gata alla velocith della luce dalla relazione V= V,e¢*) abbiano le forme
| rispettive (5) e (6). Orbene, si riprendono le originarie equazioni gravita-
zionali (1), (II), e si cercano quelle loro particolari soluzioni, che verificano
anche (5) e (V).

Le trasformazioni covarianti su cui appositamente richiamai 1'attenzione

| nella precedente Nota TII consentono di caratterizzare queste soluziori con
gpontaneiti ed eleganza. Il sottocaso B,) vi é certo compreso. A posteriori
risulterd che esso & proprio costituito da tutte e sole le dette soluzioni.

| 5. — TRASFORMAZIONI SUGGERITE DALLA FORMA () DRL d/*.

Le derivate seconde covarianti Vi di una generica funzione V, prese

|
: con referenza ad un assegnato /®, si sanno riportare ad un @/ che ne diffe-

Renpicontt. 1918, Vol. XXVII, 2° Sem. 30
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basta invocare le formule (5) della precedente Nota III, scambiandovi [
lettere accentate con '[”,t'/[‘,’ non accentate. Si ha cosl

(f) Y; == 11’ _l_ ViVe — TiVg — TgVi + az’«\‘vy(l V)

(Vi= Ve i e — 182053

il secondo membro andando riferito alla forma d/'2.
L'analogo riporto dei simboli di Ricci ey da luogo alle formule [(13)
della citata Nota, con identica avvertenza circa gli accenti]

' , T
(8) Gk = @y~ Tye — TiTp — Upye N T -

A noi interessa il d/'* che figura nella (5), cioé

d/"l = (o? + !//;j

Stando cosi le cose, & possibile ed opportuno esprimere ulteriormente le 27,
e ay con riferimento -alla forma binaria do® A c¢id provvedono le formule
(16) e (19) della Nota citata, in cui si ponga A = 1. Tali formule diven-
gono in conformita

(9) U=t (Oofo=1,%.8),

v

(10) ;.

i

— C£3

05 (2, =1, 2) sia,— K :

le vix (¢,£=1,2) si possono risguardare come devivate covarianti rispetto
al do® binario; v; e »;; si identificano colle derivate seconde ordinarie

—

3 32

—— ——; e K rappresenta la curvatura gaussiana del do?®.
V%i 0Tz %3
6. — COMBINAZIONE DELLE PRECEDENTI RELAZIONI E DELLA (6).

A v si pud sostituire dappertutto la: sua espressione (6), con che

v=mv (=1,2) , vy=1,-F(',

I'apice apposto ad una funzione di un solo argomento designando derivata
rispetto a quell’argomento.
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Cosi facendo, le (7), combinate colle (9), e le (8), combinate colle (10),”

danno
Vik ’ s Vi':
'7'~=1ih-—[t’1k”§—”H.'v(’~t+>) H “=rr3‘-‘fiff«,:
(7") ) V )
Vas 2 1" P 1y o
[ e et
(8 \ @ik = Tix — TiTy — Gp Aot Qi3 = Tj3 TiTs

( @ =K+ 75 — 1§ — A}v,

gti indici i e k potendo in queste formule assumere i valor: 1 ¢ 2

Giova rilevare subito che, essendo i coefficienti della forma reciproca
alla (5)

a*(ik)=e—2: u(u./ ({‘ k=1 ’2) : (L*n‘a):_o : a*(sx):c—zr.

dove le a“® spettano (quali elementi reciproci) al do® binario, le (8") danno
la curvatura media 9o del d/* spaziale sotto la forma

3
(11) N = ;\tin a* B gy = g—27 {K —2(A17 — A7) — 3Az}.
1

7. — RIDUZIONE DELLE EQBAZIONI GRAVITAZIONALI.

Introduciamo le espressioni (7') e (8') nelle

: Vi ~ .
(I1) aig -4 ’Vi= (e =1052118)
che, assieme alla
(T) DN =0,

costituiscono il sistema da integrare. Si hanno in conformity i tre gruppi

(”a) Z(le—TiTk‘)‘*‘za:h‘(?TJ:O (Z./Itf:l.z)
(1L,) 9(%s — 7im3) = 0,
(IL;) K42z —ad) - " 402 F2e7T =0,

dove J & determinato dalla posizione
(12) 2 =— N1+ A,z 0).
Daccheé si ha identicamente (per ¢, #=1,2 ,8)

(13) ););'_ =—e"'7 , (¢eT)=— e (vix—Ti71),
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le (II,) equivalgono a

che si infegrano a vista e porgono

(14) exr &(a

Lo s) (@) 5
£ ed 7 dipendendo esclusivamente dagli argomenti indicati.

Con c¢id, ove si tenga conto che i parametri differenziali accentati si
riferiscono alla forma d/'®* = de*® 4 dx% e quelli non accentati al do® binario,
si ha tosto dalle (13) e dalla definizione (sotto una forma qualsiasi) dei
parametri suaccennati:

( ;—‘»’A'l —_ Q'c"_ = AE __ ’l'.'
(18) < e*V(r, v+ 0) = (AT + wl) = A 47> —ylle,
/ e (AT — A7) = — Aje" = — AE— 1"
La (12) pud cosi essere scritta
(12) 2 =" (— M+ AT+l =A5+ (" —1'0),
mentre le (1I,), JIJ‘.ViEi[)ii"%iD(l‘l POl e~" , divengono
Ein — tixd =0 (el =12

Di qua si trae in primo luogo, moltiplicando per #“" e sommando,

(1 5240 Q.Jjﬁj,ij(yv
confronto colla (12') porge quindi

16 I A== 105C

16) - —n ¢ =03

inoltre, col valore (12”) di J, risultano le equazioni (di secondo ordine)

(17) Eix— 5 A& aip =10 (2. = G20,

di cui & manifesto il carattere invariante di fronte al Jo? binario.

Le (16) ¢ (17) (nella prima delle quali intervengono unicamente fun-

zioni di z,, mentre nelle altre ¢’é dipendenza esclusiva da 2

19 X2) pPren-
dono il posto delle (11,). ~La (14) (che & addirittura

in termini finitl) sos¢i-
twsce opportunamente le (11).

testa da tener conto delle (I1,) e (I). mettendovi in evidenza K &G

La (II,) moltiplicata per ¢~ , in base alle (13), (14) o (12"), si secrive

(18) (K440 e —29" 4+ A

= NgE= 0.

et e e S L S RO o o o - 7
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Quanto alla (I), badando alla espressione (11) di 9. le (15) le attribui-
scono 1'aspetto

(19) Ke™™ 4 2(nf +9") "

3(Af —I— 1"2) — (),

Feeo 'ultima equagione da. ritenere per formarne sistema colle (14), (16),
(7)) (L))

8. — ESPRESSIONE DELLE CURVATURE PRINCIPALI.
VERIFICAZIONE DI APPARTENENZA AL TIPo B).

Riservo alle prossime Note 1'integrazione del sistema cos1 specificato,
e termino preparandomi le curvatuve principali dei d/® soddisfacenti al
stema stesso. Se ne desume tra altro che essi rientrano

si-
necessariamente
nel tipo B,), sicché il nostro procedimento da tutte e sole le soluzioni di
questo tipo.

Per caratterizzare le curvature principali, basta naturalmente (come
gia a § 4 della Nota precedente) ricorrere all'equazione di terzo

grado, che
complessivamente le definisce,

Gig — W || = 0 :

ben si intende che @y e «; vanno ora viferite alla metrica (5).

Dacche, in virta delle (8") e (I1,), le «; (z=1,2) si annullano, e
cosl pure [attesa l'espressione (5) del d/*] le a;;, mentre = ¢*° si pre-
senta nel primo membro della precedente equazione il fattore
determinandosi cosi la radice

« — -

la quale corrisponde evidentemente alle giaciture z. — cost.
L'espressione (8') di a3y, tenendo conto delle (13), (14) e (15). attri-
buisce ad o la seguente forma esplicita

(20) o=Ke* L AsEe™ - (AE+972).

D'altra parte, per 7,4=1,2, le (8), in virtu delle (14), (15) e (17)
danno

&ip —

" &in— aix NeT = — (3 A& . ¢ - AlT) oy (2, k=1,2).

C'& dunque proporzionalita fra le ey e le @y, e pereid le due ulteriovi
radici w; e w, della precedente equazione cubica sono eouali tra loro. Sie-
come la somma 9 = 0, | w:; -+ @ si annulla, si ha senz'altro

1
W), — Wy =— — - W,

rimanendo cosl accertato il comportamento delle eurvature, che contraddi-
stingue il sottocaso B,).

|
{
S |
|




