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our non meritata, attestazione di sentimenti dell'Accademia verso di me

o anche. cid che aceresce la mia compiacenza, vi ravviso il desiderio che
ha avuto di esprimere 1 intimo sentimento di amicizia che di

rno felicemente si rafforza tra il popolo italiano e quello degli
ti Uniti. Posso io pregarvi che

anche i miei, l'espressione della mia

sliate comunicare ai vostri confratelli.

he or .sono oratitudine e del mio
Imente e sinceramente vostro

profondo complacimento: SONO cordia

Wooprow WILSON =.

vivissimi ed unanim

esidente WILSON

sl der S0cl1 presenti.
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\ b Y 0 n Nota prece [ ma ( ale
= ¥ ; y »
1401 a 1 DAas r'rtery o 111 11 12101 al D he
nento esp nel [1T) (?) pu rsi dip 0 180 1 L in
) f con  Crl a ) secondocheé una de funzion
S\ ) 1 riduce o no ad un )Stant QJu 1 ontempla 1¢
es G0ImM 1 erva ) YOLL ¢ vddirittura
Si & cosi condotti (§ 2) ad una prima categor 15 de2 — V2 /12— ]2
he includono auelli (di Einstein-Sch ‘,»(Mpi} provocatl da masse (mate-
e 1
1ali) simmetricamente distribuite attorn 1d un centro. A puo e
biribuita
== e ——r =
n- N\ — 7))

ssendo K, una costante essenzialmente

’ positiva, @ una seconda costante,

e do un elemento lineare binario (indipendente da %) a curva-

aussiana costante Ky, . I1 § 3 contiene lo

1a Nnorinseco !h 1nna
ale metrica e del relativo campo di forza. Questo deriva in generale dal
potenziale statico V#. Nel caso presente V* risulta lineare in % (a coeffi-

cienti costanti), e le linee di forza coincidono sia colle linee di pendenza
(*) In questo volume di Rendiconti, pp. 205-214,

\) I‘V“ m, pp. ‘;’;”
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che colle 11?]@8 as>_m]1 di curvatura principale (definite a § 1 della Nota

prec.). Percid la distorsione dello Spazio ¢, in tutti i sensi. longitudinale

rispetto alla forza che la determina. e longitudinali possono opportunamente

qualificarsi le soluzioni corrispondenti del sistema differenziale ricordato da
| principio. Esse contengono tre costanti, ma sono oo! intrinsecamente distinte.

perché due delle. tre costanti sono di pura omogeneita, stanno ciog a rispec-
chiare indeterminazione delle unita di lunghezza e di tempo.
Per caratterizzare 1'influenza di una massa puntiforme (o pilt in gene-
’ rale stratificata per sfere concentriche), basta, supporre @ positiva ed &= 1
; Ponendo

si ritrova la forma canonica di Schwarzschild. Ma anche per w <0 (purche
: Cp= . e . 2 . x R . 1 i -
soltanto risulti positivo il d/2, il che richiede @ —e&n>0), si hanno solu-
zioni reali, soddisfacenti a tutte le volute condizioni. In tali soluzioni. quando
s1 introduce 1'ipotesi addizionale che siano quantitativamente piccolissime
le divergenze dalla geometria di Euclide e dalla meceanica di Newton, le
superficie equipotenziali tendono a confondersi con piani paralleli (§ 5).

S

Cosi, oltre alla soluzione elementare B;) della Nota II (*) (in cui lo Spazio
resta rigorosamente euclideo e le superficie equipotenziali, pur rigorosamente.,

piani paralleli), si riconosce 1'esistenza di altre soluzioni esatte (dipendenti [
da un parametro), le quali presentano pit complessa natura geometrica [
meceanica, ma convergono allo stesso limite di B.) (cioe a un campo uni- !

q forme dello spazio ordinario).
Si noti che, /n prima approssimazione, & escluso un tale fenomeno

diciamo cosi poligenetico, a partire da un potenziale newtoniano ordinario \
Come ho mostrato nella Nota I (*), ad ogni funzione armonica fa riscontro
un solo ds® einsteiniano.

Il comportamento analitico, messo in evidenza dall' intesrazione rigorosa
@ suscettibile di una espressiva immagine fisica. Supponiaizo che, in ur
certo ambiente, si provochi un campo newtoniano assai sensibilmente uni-
forme. Secondo la teoria di Einstein, ne rimane influenzata la natura me-

trica dell'ambiente, il quale, a equilibrio ragoiunto, si atteouia a varieta
in generale non euclidea. Se il campo messo in gioco fosse proprio rigovo-
samente uniforme, lo spazio rimarrebbe euclideo: soluzione B;), che si pud
riavvicinare, per prendere un esempio dall'ordinaria teoria della elasticitd,
alla #on inflessione di una verga verticale caricata di punta. Ma & pur na-
turale che inevitabili piccole impuritd del campo diano luogo ad altve forme

(*) In questi Rendiconti, vol. XXVII (1° semestre 1918), pag. 11,
(*) Ibidem, vol. XXVI (2° semestre 1917), pp. 307-317.
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di equilibrio finale, che involcono una distorsione dello spazio. L'analogia,
nel caso della verga elastica, & offerta dall’ inflessione in qualehe piano ver-

ticale, privilegiato per effetto di piceole dissimmetrie strutturali della verga.

d

1. — ASPETTO DELLA QUESTIONE PER & = ().

Il sistema di cui dobbiamo occuparei é costituito dalle equazioni diffe-
renziali (16)-(19) della Nota precedente, nonché dalla
finiti [recante il numero (14)]

equazione in termini

e ::(!l /'QJ—L nizs) .

Nelle ricordate equazioni differenziali, & ed 7 compariscono soltanto derivate.
ovvero pel tramite di ¢~". Percid il sistema non si altera agoiungendo a &

S

una costante arbitraria, purc contemporaneamente si tolga la stessa co-
stante da », in modo da rispettare la somma Cosi in particolare, 7el-
['z'/‘]/’;l';'ai'/ che la Junstone & si viduca ad una costar le, & lecito assumere

senz’altro £ =0, con che le equazioni (17), si semplificano
notevolmente. Le (17) rimancono identicam. sodd ] 1

1 (18) e (1
serivendo anche 2 in luogo di e . d eng )
z -1
(1) K¢ £'2) )
\'2? h 7/; == 7/,,11 — O] = ()
Fra n(zs) e {(x,) sa la relazione [(1!3) lella. Nota b1 e]
(3) = =)
/ /
Ricorderd, per quanto possa essere superfluo, che il /2 spaziale ha la forma
[(5) della Nota prec., in cui si sostituisca a 2=~ il suo attuale valore n1
— (=)
o de® - .2
/ 2 I
(4) Uati— 5
=

dove do rappresenta un elemento lineare binario (indipendente da 2,). avente
K per curvatura gaussiana.
Per questa metrica si hanno le curvature p)’xm'ip:u]

con w definito dalla equazione [(20) della Nota prec.. che ora diviene]

(5) o=TKp — ",

Infine, da V=1V, ¢ (Vo costante di

omogeneitd) e
[(6) della Nota prec.] v =z - ¢, seoue,

¢ dalla equazione
per la velocita della luce,

(6) V=V, Z

0

=
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2. — PRIME CONSEGUENZE DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIAL] —

C:\R,\TTERI SALIENTI DELLE SOLUZIONI.

Si pud tosto escludere che 7(25) si riduca ad una costante. Infatti
la (2) mostra che, per n=cost , Ki*=0. La (5) implicherebbe allora
© =0, e quindi (per essere w, = w, — — 7 o) L'annullarsi di tutte lo cup-
vature. Si ricadrebbe pertanto nel caso Bs) (elementare o oalileiano). gia
esaurito nella Nota II. : i

Ritenendo ormai 7' non identicamente nullo, sara anche 7 generalmente
diversa da zero, e l'equazione, ricavata or ora. potra essere risoluta rispetto
a K, porgendo

() s — g U

Dacche il primo membro, come curvatura del do® hinario. dipende sol-
tanto da @, , z,, mentre il secondo é funzione della sola &3, la (2') richiede
che siano entrambi separatamente costanti. La (4) mostra allora (essendo 1
funzione della sola x;) che le superficie 2; = cost. hanno la curvatura
(costante sopra ognuna di esse) K#%®, e riescono geodeticamente parallele.
Il gruppo di movimenti (a tre parametri) di queste superficie a curvatura

) .2
Ao

costante, che hanno per quadrato dell'elemento lineare i\ é quello stesso
/

del do*, il quale opera sulle sole variabili Zy, 22 . Un tale gruppo spetta

quindi (come gruppo intransitivo) anche alla metrica spaziale definita dalla (4).

Concettualmente la inlegrasione pud riguardarsi compiuta. Abbiamo
infatti riconosciuto che lo spazio (pur non restando euclideo) ammette un
gruppo intransitivo co® di movimenti rigidi. Per K >0, tale gruppo & sen-
z'altro isomorfo a quello delle rotazioni intorno ad un punto, e si & ricon-
dotti al caso oramai classico di instein (}) (campo dovuto a masse distri-
buite simmetricamente attorno ad un punto). Cid vale non solo per la metrica
spaziale, ma anche per il ds® quadridimensionale, dacehé V, a norma della
(6), & funzione della sola x5, e quindi costante sulle varie sfere geodetiche
23 = CO08t.

Va da se che il caso di K <0 & formalmente identico, passando attra-
verso 1'immaginario, ma da luogo a diversa interpretazione nel campo reale,
il gruppo dei movimenti essendo quello della pseudosfera. Per K = 0. le
superficie @3 = cost. hanno curvatura nulla, e il gruppo di movimenti &
quello del piano euclideo.

(*) Veggasi la trattazione esauriente del Palatini (Sullo spostamento del perielio
di Mercurio, ecc., Nuovo Cimento, vol. XIV, Iuglio 1917, pp. 12-45), che prende appunto

Ve mosse dalla impostazione gruppale.
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) y VEN ONGITUDINAI E DE SPAZI
A quazionl (1) e (2) possi: I OSTItu1T L (&) quel
1Va 1 I neal | Z ) 0sSS1a
) I
—— Al 2= =
1
1
Non o ter perché & imp nella (2'), da |
n 1 K scende p derivazio: 53 20) essa osto 1m0-
|
mer ——— |u 11¢ a
[ 1
=
R —
e o L sostitn ol solito intecra )
( del secondo membro sarda, se ] tlva o negativa
301 e positiva per K < 0). Checchs ] ec 10011 rl
o1 — &K dove e===1, ¢ K, design 1a costan = 0, che 1
]
e di 0 11 K (ci ?). Riponendo per 11 suo valore S1 ricav
VT
7 Z:L\'zl — = It_”,’l
(5) diviene con ci
E o=cK,n*
londe particolare apparisce che la costante Ko va ritenuta diversa da
zero: altrimentl si ricadrebbe nel sottocaso B ) (curvature tutte nulle, ossia
‘l’”’"“ x;\]t'hv]w(u,
Dacche K, non si annulla (ed ha le dimensioni di K), possiamo assu
mere la costante K sotto la forma Ko (con p puro numero): la precedente

“quazione puo cosl essere scritta:

7) /":li,A(’lI/l'f— &n°).,

Questa espressione di w & ¢ nforme al risultat trovato nella Nota

ttocaso B,). P ogni solu-

) (con m, costante), Qui

0
— e 1

e 1 riduce ad 7, e la (5) si idenfifica appunto colla

eced. (§ T), specificando le condizioni di inteorabilit: del

zione appartenente a tale tipo sussiste la relazione

ricordata condizione dj integra-




— 245 —

La (4), sostituendovi come variabile indipendente 7 ad T3, & NOrma
lella (7), assume 1'aspetto
da* dn?

1) dl? = — —
n? Koo' — &7)

dove Ko >0 & una costante arbitraria di dimensioni /~*, w ¢ una costante
lumerica arbitraria (positiva, negativa o nulla), s — == 1. ¢ o sta ad indi-

11

care un elemento lineare binario di curvatura costante K=K, u. S/ d

LRI0O ///‘/’/{//L"" N {‘U/u\'”l/r"‘/,/SZ.H/{/‘ soltanto valori 008iLive N, dacche
S 1) n & il valore di una esponenziale.
Le linee (geodetiche) su cui varia la sola 2. ossia la sola #», hanno
in base alla (4'), 1'elemento lineare

1 HU n*1 ;u — &7

1l radicale intendendosi preso positivamente. Supponiamo di contare 1'arco g
Su queste geodetiche, a partire da una generica, ma ben determinata super-
ficie (ad esse ortogonale) n = p,, e di procedere, nel senso delle 7 decre-
seenti, da 7, verso lo zero. Si avra cosi dy|=—dn, e g, a tenore dell:
(8), andra crescendo indefinitamente, perche il differenziale del second
membro tende a diventare infinito d’ordine superiore al primo. Ne viens
che, facendo decrescere 7 da un generico valore positivo 7, verso lo zero
si tende all'eco, mnella nostra varietd di elemento lineare (4"), allontanandosi
indefinitamente, in senso perpendicolare, da una qualsiasi superficie della
famiglia # = cost. Quanto piu si procede verso 1'infinito, tanto meno la
varieta tende a scostarsi da uno spazio euclideo, perché, in virtha della (5),
w, & con essa anche le due altre curvature principali w, = w, — —

(0]
20Nvergono a zero assieme ad 7.
La (3), isolando {', si integra e porge
; el
(o) Cat—=ir=— M
1K,

love ho assunto —— per costante di integrazione. Cid @& lecito, perché da
\o
un lato e rispettata 1'omogeneitd, tale costante dovendo essere una lunghezza
: ) ap WD o e { -
(a/ e ¢ sono puti numeri, 7 =—l—’ > Iinversar di una lunqhezm). D'altro
\ L3 3

lato poi va tenuto presente che ci prepariamo ¢ solfanto per sostituirlo
nella espressione (6) di V, in cui compare gid una costante moltiplicativa
arbitraria. Sarebbe dunque ozioso introdurne una seconda.
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L'effettiva sostituzione di (3') in (6), ove si tenga conto della (7), ci da

(6" 5 V2= Ve(n—sn).

In questa e nella (4'), si compendia la rappresentazione formale della cate-
goria di soluzioni di cui stiamo occupandoci. L'integrazione ha introdottc
le tre costanti K,,u,V,. Ma K, e V, dipendono dalla scelta delle unita
di lunghezza e di velocitd. Percio si tratta di o' soluzions intrinseca-
mente distinte.

Dacché [Nota 1, § 2] — L V2 costituisce il potenziale statico del
nostro campo di forza, e V dipende dalla sola 7, le superficie 1) = cost.
sono equipotenziali, e le loro traiettorie ortogonali (zeodetiche come §’é oij
rilevato) costituiscono le linee di forza. Bsse coineidono manifestamente
colle linee assiali (linee principali di curvatura corrispondenti alla w. le
quali, in ogni d/* del sottocaso B,), sono quelle su cui varia la sola 50
il che & quanto dire, nel caso presente, la sola 7); nonché colle /zee ds
pendenza della o [funzione della sola 7 a norma della (5 )]. Per questa
duplice coineidenza, & ben giustificato di chiamare longitudinali le soluzioni
1i cui stiamo oceupandoci.

Assumendo per positivo il senso delle n crescenti, si ha dalle (6") e (8)

av? s ST g g ———
(9) F=—;E=.VU]IM/, ' —en .

Dacché F risulta positiva, lo forza ¢-diretta (secondo le linee assiali di
curvatura) verso le regioni pin incurvale (tali essendo, a norma dellg (5"),
quelle che corrispondono a valori maggiori di 7).

La legge quantitativa della forza si puo considerare espressa dalla (2)
sotto forma intrinseca. Infatti 7) mon € un generico parametro di posizione,
ma, in virti della (5'), ha un preciso sionificato metrico dipendente dalle
curvature delle varietd. Va da sé che, volendo, si potrebbe anche espri-
mere F in funzione della distanza geodetica g da una prefissata superficie
(equipotenziale) 7 =17,. Basterebbe ricayare 7 in termini di 4 dalla (8).
e sostituire in (9).

Val la pena di fissare anche I'espressione esplicita del gradiente della
forza F (lungo la sua linea d’azione, nel senso delle 7 crescenti), che &

aF
dg

(10)

= V5 Ko 12 (1 — 5 (7).

4. — ForMA, DI SCHWARZSCHILD PER w>a0,.

A norma della (4'), le superficie = cost. sono geodeticamente paral-

2

: . ] 1o

lele. Ad esse compete il quadrato dell'elemento lineare i,’{
-

]

e quindi (per
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essere. Kow la curvatura del do?) la curvatura costante Ko wn?, positiva
: . . .4 . . 4 : \
assieme a . Ognuna di esse & percio applicabile Sopra una sfera il cui
. . v . !
raggio R e definito da |
] ——
(11) =1/ K
( =1Kyu-n.
R =) S0l

Introducendo coordinate geografiche 9, ¢, si pud intanto porre

do® S e i
i (@9* - 8in% dg?) .
Draltra parte dalle (8) e (11), sostituendo come variabile indipendente R
ad 7, si ricava

AR?
/(/2 —_—
% [ T //'u
dove
3
L
1K, w

sta a designare una costante (positiva per &= 1) avente le dimensioni dj
una lunghezza.
Ne consegue, hadando alle (4') e (8),

aR?

o

R

1o
dF = % gt — RAd9® I sin® 9 dg?) -

che & precisamente la forma di Schwarzschild (&)
La corrispondente espressione di V2 si ha dalla (6'), sostituendo R ad )
per mezzo della (11). Ove si designi con ¢* la costante Vi, risulta

VE=c2(1 — 2/).

5. — CONDIZIONE QUALITATIVA DI IMMEDIATA PROSSIMITA
AD UNO SPAZIO EUCLIDEO.

Dacche le tre curvature principali sono, a norma della Gl

(”1=“’2='—-1&)=—~i-‘1{053 (e==1),

81 sard prossimi al comportamento euclideo allora e allora soltanto che -
sulti piceolo I,%°. Questo pud avvenire per due ragioni: o K, (che & una
curvatura) riesce trascurabile di fronte ad altra curvatura che abbia 1mpor-
tanza specilica nel caso concreto da prendere in considerazione: ovvero n®
(che & un puro numero) si mantiene piccolo in valore assoluto.

(*) Cfr. Palatini, loc. cit., pag. 19.

RENDIcOoNTI. 1918, Vul. XXVII, 2° Sem. 33
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d nremesso. si osservi dal punto di vista geomefrico che la congruenza
«iale (costituita dalle linee su cui varia la sol o, ¢id che e lo stesso,
) &. per oogni metrica del sottocaso ). isotropa e normale [ecfr.
[V. € 27: per le metriche (4') risulta altresi geodetica. Ora, in uno
1 “H;‘: le econoruenze @ odetiche )[I'OPE norme si riducono a
i tipl
Ret neo ny1 11 1 pun ) ) O
2°) R |
J elle solu rovat nanto si tino al caso
anel ipericle eguipotenziall n = COS LevVOoNno eSSere SSdl pProssim
S ) | ppu Pl ) 1
1 ra delle sfex positiva. e non infinitesima, finche c¢1 si pone
11ta d ) D1CCome ella contigua 1 1 stelnlana
‘ & espressa da K,ur s1 dobbiamo
10068 nente ritenere u > 0. Dopo di che, in base al p dente §, di-
iperflu wrsi sul complemento quantitativo di piccolo diva
1 y euclide juesto s1 specifica in modo nolo, chiaramente illu-
1] 1ella citata Memoria.
lesta da riconoscere 1n ‘i“;l” dell¢ soluzioni le Pt 16 qui-
enziali sono prossime a piani paralleli dello spazio ordinario. Si richiede
avide nente (e sta) che sieno piccole ad un tempo le curvature prin-
cipali er esse K,u®, nonché la cyrvatura K,u%?® delle superficie equi-
pot Prattando come quantitd di prim'ordine i due puri numeri 2
(variabile) e w (costante), le dette curvature riescono del 3° ordine. E si
puod constatare il campo di forza e uniforme con approssimazione anche

iperiore a quest'ordine. Basta por mente alla (10), la quale mostra che

wdiente della forza F contiene il fattore di quarto ordine

il ==l Eeg)) e

la pena di rilevare che, in questi campi prossimi agli uniformi,
come in tutte le soluzioni longitudinali, lo spazio e distorto (cioe deformato
rispetto all'ordinario spazio euclideo) in modo che la direzione assiale di
curvatura principale coincide con quella della forza. I questo il comporta-
mento pin intuitivo. Vedremo perd in seguito (in particolare al § 6 della
Nota VI) che altre soluzioni, pur aventi lo stesso aspetto limite di campi
uniformi dello spazio euclideo, presentano, mnei riguardi dell’ inclinazione

delle linee assiali sulle linee di forza, caratteristiche piu complesse, che

non si saprebbero certo prevedere col semplice buon senso.




