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Matematica. — Condizione necessaria e sufficiente per la de-

rivabilita termine a termine di una serie di funzioni. Nota di
GusTavo SANNIA, presentata dal Socio ENrico D’Ovibio.
1. I termini di una serie di funzioni

(1) U (@) == ue (%) == - - - 4 un () 4

convergente in un intervallo (2, 4), ammettano derivata in un punto z = ¢

intervallo. Allora una quistione importante (fin qui rimasta insolnta) &

y

di assegnare la condizioue necessaria e sufficiente affinche la serie delle
aderivate
< 4 | ! !

(2) i ol 5 e A

sla convergente e rappresenti la derivata nel punto ¢ della somma u(x)

Questa condizione & la secuente:

Dati due numeri /,«/,‘\'/Z/U/ c ed N, deve esistere un numero inkero n

N 7 fon . i A A
di N, tale che, per ognt vailore, finito o wnfintlo, del numero

maggilo

tntero positivo p esista un intorno L, (*) di ¢ in tuiti i punti = del quale

(/‘,\'(‘_/,r/\/ ¢) risulli

3) [1/,_‘ (z) —j— o Uiiep X |7] — [//‘,,,J (¢) - + 4(,,“,(/')—}

| &L — C

< ¢

Essa risulta dai due teoremi secuenti:
{ffinché la (2) sia convergente é mecessario e suffciente che dato
/ . / ’

un numero positivo &, €sista un numero intero posilivo n (magd Lore, Se
/! 99 ,

St vuo di un numero positivo usseqgnato N) tule che, per /;///// valore

fintto dell’ intero positivo p, esista un intorno I, - di ¢, in tulti i punti

del quale (escluso c) sussista lu (3)-

Infatti, affinche la (2) sia convergente é necessario e sufficiente che

’
dato ¢ >0, esista un intero positivo « (maggiore, se si vuole, di un nu-
mero - positivo assegnato N) tale che, per ogni valore finito del numero in-
tero positivo p, risulti

/ ,
‘,/:x+l+."+u7]+ll <&
08514
| 110 (2001.(8) -+ - e (8] — [t (2) - - - s (2)]
(4) |lim - <l¢Es
\ i ;
(*) Intorno sinistro (destro) di ¢, se si considerano soltanto le derivate a sinistra

(a destra) del punto c.
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ed affinché la (4) si verifichi & necessario e sufficiente che esista un n-
torno I, di ¢ in tutti i punti » del quale sia soddisfatta la (3).
Se la serie (2) é convergente, affinche la sua Somma sia la deri-
vala nel punto ¢ della somma w(z) della (1) é necessario e sufficiente che,
dats due numeri posiiive ¢ e N, esista un numero intero n maggiore de

N lale che, in tutti @ punti z di un intorno 1, di ¢ (eseluso ¢). risulls

T 02)) S5y (i ) —[%nsy (€) 3+ #yss () - ]

@ Bt @ ] @ b @ ) g

r—2c
Detto 7,(2) 11 resto della (1) dopo il termine w,(xz), la (5) pud seri-
versi
: (%) — 7n(c)

(5) - — —} <Al

z—c

La condizione enunciata e necessaria. Infatti, se la somma #' della (2)

1
¢ la derivata nel punto ¢ della somma w(z) della (1), dato ¢ >0, esiste

i un intorno I' di ¢ nei punti z del quale (¢ escluso) si ha
2 ulxz) — u(e) e
(6) == — ) | =10
¢ r—=¢ o

inoltre si pud trovare un intero 2, maggiore di un numero positivo prefis-
sato N, tale che sia

- & ;
(7) | =calle s (= e s )
3
e poiche la funzione s,(x)= u,(x) -+ -+ wa(z) ha per derivata s, nel

punto ¢, si ha pure

3

> 5 Sh ,/‘)—S,, c)
(8) ] ( ( )’<

=€

/56

in un intorno 1" di ¢ (escluso ¢).
Dalle disuguaglianze (6), (7), (8) e

(@) — 7u(¢) |
x— c )

segue che la (5) = (5) ¢ soddisfatta in tutti i punti 2 del piu piecolo L.

uf(.:')——//((’

L,

e Su(@) —isu(c)
shres s\ L)e=dnlG)

= xr—c

=10

dei due intorni 1" e 1" di ¢.

La condizione @ sufficiente. Infatti, poiché »' & la somma della (2),
“dato ¢ > 0, esiste un numero positivo N, tale che valga la (7) per ogni %
intero » maggiore di esso; e se la condizione enunciata ¢ soddisfatta, si

(1) Questa condizione non & che il limite della precedente per p = o0,

D e
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pud scegliere uno di questi valori di %z per modo che la (5)= (5)" sia sod-
disfatta in un intorno I, di ¢; infine, poiché s, & la derivata di s,(z) in
vale la (8) in un intorno 1" di ¢.

Dalle (5)'. (7\ (8) e

wx)—ule) | _ |sa(2) —sn(c)

U=\ —shl | sh— o' |- Za\ %) = 7(C)

| r—2="C | T = (5 r—27C

segue che

nel piu piccolo degli intorni I, ed 1" di ¢. ossia che #' & la derivata di
#(2) nel punto e.

)

Supponiamo ora che i termini della serie (1) siano derivabili
tutte ¢ punti dell intervallo (o, ).

A}:/’/‘/u']w la serie delle derivale
(9) () +u(z) + - + u () +

370 /;l,,,‘vy///g/[[_ e ,v(//////'e.iﬂ/{,’] lo //7/7/’/1)///// //("f/“(/ somma della (]) in tulls
i punti dell’ intervallo (a,b), é sufficiente che: dati due numeri positive

/

N, si possa decomporre U intervallo (a,b) in wun nwmero finito d

parti Py, Ps, ... Py e si possano trovare alirettanti numeri interi n, .y, ... i

distinti o non) maqgqiori di N, per modo che risulti
( 1

10) [——

| Ctngor(21) + - = tnap(20)] — [ wr(220) = - - 4 21y +p(2)] !

A

Ty — a

er ogni valore finito o infinito dell'inlero positivo P e per ognt coppic
de punti z, , z, della parte P. (s=1,2,...7).

Supponiamo che questa condizione sia soddisfatta e che, dati ¢ e N.
si siano costruite le parti P, ..., P, e si siano scelti i numeri #, ,....7,.
| Sia 2; un punto fisso di (2, 6). Esso apparterrd ad una parte P. e

la (10) varrd in ogni punto z, ==z, di P; e per ogni valore, finito 9 non

di p. Se z, e interno a P, in senso stretto, cid basta per asserire che la (9)

cenvergente per z=x, e che la sna somma #'(z,) & la derivata della
somma %(z) di (1) per z = z,. (Perché é soddisfatta la condizione enun-
ciata in principio.del n. 1 per =1 e I,= P,). Se invece 2, & 1'estremo

sinistro {destro) di P, . ¢id permette di asserire soltanto che #'(x,) é la de-
rivata di »(z) a destra (a sinistra) del punto 2, ; ma in tal caso 2, e pure "
I'estremo destro di P,_, (sinistro di P,.,), se non cade

in ¢ oin &, dunque
u'(z,) & anche la derivata di u(z) a sinistra (a destra) del punto

1.




