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Applicando ad punto complesso 1'operazione a(ax) ripe-
tutamente, si otter 10 1 pul
'y = «|\2) 1 — Yolld = — 0, Z) = a|Z
ehe Sono 1 cons: d men le radici delle equazionmi 1n
,
| Y (14 — ) ==
ne sono ¢li anlecedenti; uno deglli antecedenti nodi g , €loé una qua-
lunque delle radici di «,(/) =« A indicarsi con Z—.. La totalitd dei
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sonsecuenti, degli antecedenti, e degli antecedenti dei conseguenti dara 1 in-
ne dei punti congruenti ad . Questo insieme & invariante per l'opera-

zione o(x).

Si noti in particolare 1 insieme dei consecuenti di z=0:
(2) —a.at—a (*—a)}—a,..
o degli antecedenti di z =10, che si diranno /fuwocht:

3) +1/a "l,rA;‘evi]‘:lu,..
5. T punti del piano z che rimangono invariati per applicazione di e(x)
sono. oltre ad x = oo . le radici
(1 =1+ 42)
]:lwfwu;'l/,m'w = — 1. KEss sono reali per « positivo, € Sl lllwllw‘hvi‘;
con z la radice positiva, con z' la negativa

Poiche tutti i conseguenti di z coincidono con 2, COSI " insieme dez1

punti congruenti a z consta di z e dei suol antecedenti, fra ecul vi €6 — 2.

A z e ai suoi antecedenti daremo il nome di rtici. 11 punto 2z’ & punto
convergenza regolare se & a < T : il punto s non e mai tale.
Indicherd con £ 1 insieme dei puntl 2 pei quall e
;.‘H (14 ) = cC

il facile dimostrare che fquesto insieme comprende tutti 1 punti pei

quali & || >2. Si pud pure dimostrare che 2 _on ha punti isolati, che
2 connesso, che un punto limite di antecedenti di un qualungue punto
non pud appartenere ad £2. Percio, gli antecedenti dei punti di £, i quali
appartengono quindi tutti ad £, hanno i loro punti limiti al contorno I’
di 2. Questo contorno & chiuso; é invariante rispetto ad a(z).

4

4. La successione

(4) |/ Vat-Va 5//—}v—]«/~'r!//

@ costituita da numeri ecrescenti; essa ¢ limitata superiormente, poiché pe:
. )

a>

4/ 4/ 4/ s -
Vo+-1Va < V2a< a, onde ! o -+ Va+Va<a, ecc.,

ed & quindi ¢ fortiori limitata per ¢ =< 2. Essa ha dunque un limite, che

¢ evidentemente z.
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Si ha ¢<a per ¢ >2, 2>a per <2, 2=2 peor a=2. Ne
viene che per ¢ = 2, tutti i fuochi (8) somo reali, qualunque sia la dispo-
sizione dei segni -4~ o —.

o. I vertici, o antecedenti di 2 (n. 2), somo dati da espressioni della
forma

(5) ___I/I__*T,//T-~:l//+:?
dove, tenuto conto che 2= {/a -z, sono compresi anche i valori z e —z.
Per « >2, ¢ < a e quindi tutti i vertici sono reali. 3

Nella (5), i radicali si contino da sinistra a destra. Se il loro numert
e n, il vertice si dird d’ordine »; ma se I'ultimo segno & -, in virtd
della relazione

(6) i=Jatz,

il numero dei radicali si riduce; si diranno percid vertici props/ di ordine 7
quelli che, contenendo ~ radicali, hanno 1" ultimo radicale affetto dal segno —

Cos, sono vertici di secondo ordine

e fra questi, sono vertici propri =0la— | :ii’:f /a—s.

Per la rappresentazione dei vertici, pud giovare una speciale notazione
simbolica. Si scriva uno zero seguito da virgola, e al seguito di questa n
cifre 0 od 1, ponendo la cifra O al posto occupato da un radicale affetto da
segno -, la cifra 1 al posto occupato da un radicale di segno —. Cosi,
le (7) saranno rappresentate da

0.00 0,01 0,10 ORIL o

I a—Va—1a-: verrd rappresentato da 0,011. Per la proprietd (6),
nella indicata rappresentazione si possono sopprimere, come nella numera-
zione ordinaria, gli zeri a destra: ad ogni vertice corrisponde quindi uni-
vocamente una frazione basica della numerazione binaria (') compresa fra 0
(incluso) ed 1. Ai vertici propri di ordine » corrispondono quelle frazioni
ad 2 cifre dopo la virgola in cui 1'ultima cifra & 1.

6. Trattenendoci sul caso a > 2, si vede senza difficolta che tutti i
puntl pel quali & |z | <] a— appartengono ad . Lo zevo, e quindi tutti
i suoi conseguenti (2) e tufti i fuochi (3), appartengono quindi ad £2.

Si & osservato che nessun fuoco & in valore assoluto superioro a 2; cosi,

nessun fuoco positivo & inferiore a

la—T1a-F1 (,r+ in inf.

(M Avente ecioe per denominator ima potenza di
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é una cassinoide C, coi medesimi 2" fuochi di C, e pure composta di 27
ovali; 1'interno di ciascuna di gueste appartien d £. Ogni ovale di C,
taglia 1'asse reale in due vertici propri di ordine 2, comprendentl un
diametro che non & altro se non uno degli interva contigui ¢, . Due ovali
consecutive di C, sono tangenti (esternamente) ad una ovale di C',_, nei ver-
tici di questa.

Ol passi ora al limite per »=oo. Una considerazione elementare di
geometria analitica dimostra che la massima oxd M 1¢ (
delle C,, tende a zero per » = . L’inf ) d ende all ins :
degli intervalli contioui, i vertici esclusi: ¢ ende : 0
1l piano meno cio che rimans del segmento (— ) togliendo g ‘
contigni; onde segue che « nel caso « O impo £ cul punti sono
« mandati all’infinito dall’ ite ne indefini ente ripetuta d — )
« costituito da tutto il piano, men oorecato perfetto non denso Z posto
« sul segmento (—z, %) dell'asse reale ».

8. A questo studio si connette quello delle catene di radicali

o (') come ogni simile

in numero infinito; nel caso ¢« > 2, e gid dimost
catena, per una determinata successione di Seoni, sia convercente e tenda ad
un elemento determinato dell’ageregato Z, e reciprocamente, come ogni ele-

mento di Z sia univocamente rappresentato da una determinata catena (8).

9. Nel caso « =2, si ha 2=2, 3 = 1. La successione (4) tendendo

a 2, ne viene

[/'2—12-412 -+ in inf. =0;

I T
1 vertici coincidono dunqgue coi fuochi ed un vertice proprio di ordine 7 ¢
un fuoco di ordine » — 2 (con »n —- 2 segni radicali).

[)4'1\” ““ il cerchio ;| =2, l'esterno 4[! Co AI‘}'-HH\‘H\‘ ad . antece-

dente di C, e la curva |ea(2)| = che si vede essere una lemniscata C,

di fuochi == 1/2, ed avente 2 = 0 come punto doppio; l'esterno della lemni-
scata appartiene ad $£2. Antecedente di €, é la lemniscata C, a quattro

fuochi |e,(2)|=2; i fuochi sono == I'2 =12, i punti doppi sono i fuochi

== 1/2 di C,. Cosi di sgguito: l'antecedente »*™e di C, & una curva C

lemniscata a 2" fuochi, di ordine 27*' ed i cul punti doppi sono i fuochi

1

o di €, il tratto di asse reale compreso fra

delle C,_,. Chiamando diame

due punti doppi consecutivi, si vede che ogni diametro di C. e somma di

(*) Rendiconti della R. Ace. di Bologna, 17 febbraio 1918
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e d ri consecutivi di C,_,. Come al n. 7, una considerazione sem-
Jlice di ceometria analitica mostra che la massima ordinata di C, tende a
. er 7 — oo . Le C. ammettono dunque come limite il segmento (—2, 2):

campo £ & pertanto costituito da tutto il piano, meno codesto segmentos
)oni fuoco & punto limite di fuoehi; 1'insieme perfetto dei fuochi e dei loro

unti limiti & denso su (—2,2) e costitnisce cioé tutto 1 intervallo. Ogni

Y y Inde
CadLCLc 1aennita
? g
) + ‘f =

dove sia determinata la successione dei segni, @ convergente e tende ad un

numero # compreso fra —2 e 2, e reciprocamente, ogni tale numero am-

ette rappresentazione nella forma (9)
La relazione che lega i punti consecutivi
)
bp — by} — &

ntra in trigonometria elementare nella duplicazione degli archi; basta

D — 2 co8 6 O )8 26
10. Venendo finalmente al caso di <2, si vede che ¢ 2 >ua, e che
1ochi non sono piu tutti reali; anzi, per 2 < 1, nessuna delle (3) in cui
o malche seono — pud essere reale e sono tali 1 soli fuochi della sue-

insieme ai loro contrari. Per ¢ =1, oltre a questi, si ha il

0: per 1 << <2, il decidere per quali disposizioni dei segni
I — una espressione (3) sia reale viene a presentare qualche difficolta (*).
Anche nel cas <2, 1 punti del piano esterni al cerchio C, dato da

— 2 appartengono ad £2; vi appartengono dunque gli antecedenti di questi,
ioé 1 puntl esterni alla curva C, data da |z® — a = Z; (uesta e una cas-
ide di fuochi = {/@, formata da una sola ovale interna a C, e tangente

nei punti == z. Antecedente di C, & la curva C,, data da |e,(2)| = 2,
inoide a guattro fuochi pure di un solo pezzo, interna a C, cut e tan-
gente nel quattro vertici =2z e == /2 — 2z, 1 primi reali, i secondi imma-
oinari. Cosi continuando, si dia oricine ad una successione indefinita di

ST

cassinoidi a 2" fuochi, ognuna delle quali & interna alla prece-
lente e tangente alla precedente nei vertici di ordine # propri ed impropri.

[ punti esterni ad ognuna delle C, appartengono ad £2; il contorno I’
li £ ¢ dunque interno a tutte le C, ed & il luogo limite di queste. I punti
imiti dell'aggregato degli antecedenti di un punto qualunque di £ appar-
tengono a I. )

11. Considerando la successione particolare di vertici

(]l)b]//-;—f//—,; : I //,-;—10,—{—1//——,3 . , r/—{—l/(/_{_i/,_*_!//‘__;;’_,,

(*) Ved. Rend. della R. Acec. dei Lincei. Comunicazione del 6 settembre 1918.
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dimostra facilmente che i loro argomenti tendono a zero, fondandosi sulla
velazione ricorrente che li lega, mentre i loro moduli tendono a z. Da cid
sulta subito che ogni vertice & punto limite di vertici. L’aggregato Z dei
vtici e dei loro punti limifi e perfetto, appartiene a I'; i suoi punti sono

sulle ¢, —- su tutte da un indice in poi — 0 S01O interni a tutte le C, .

[ vertici di ordine » sono sulla C,_, e su tutte ) (0 (Gt oo B EOAY)

punti di contatto di C,_, colle C,, Criry .o Ferma la convenzione del n. 5
er la rappresentazione simbolica del V¢ tici mediante le frazioni basiche
lella numerazione binaria, S1 vede ¢he 1 vertici si susseguono sulla C,_,
1el senso delle rotazioni positive, come I corrispondenti frazioni si seguono
16l loro ovdine di grandezza. Un raggio che, uscendo da 0, ruoti nel senso
positivo, incontra dungue i vertici ed i loro punti limiti ordinatamente, ciod
nel medesime ordine con cul S1 Seguono 1 nNumerl reali compresi fra 0 ed 1

scritti con numero finito od infinito di cifre nella numerazione binaria. Il
{etto ragoio uscente da O atfraversa sempre 11 qualche punto la T, poiché
da 0, non appartenente ad £, a punfl che ad 2 appartengono; mnon @
escluso perd che questo punto possa e€SSere lo zero medesimo.
[nfine, e da osservare, in base alllemboitement delle curve C,,
‘he il luogo limite delle medesime offre una singolare analogia con la ce-

lebre curva di Von Koch.

Meccanica. — ds* einsteiniani in campl newtoniani. VII: 11
sottocaso B,): Soluzioni oblique. Nota del Socio T. LEvi-C1viTA.

Con questa Nota esaurisco finalmente lo studio del sottocaso B,), che
comprende in sostanza tutti i campi di forza (non occupati da masse mate-
riali) per effetto dei quali lo spazio si atteggia a varieta normale di Bianchi
won due curvature principali eguali. Le equazioni che li determinano, ridotte
a tal forma da poter iniziare le integrazioni, stanno scritte a § 7 della
Nota IV. Nelle Note V e VI (') ci siamo occupati di due particolari cate-
sorie di integrali (soluzioni longitudinali e soluzioni quadrantali), le quali
orrispondono all’ ipotesi che sia costante l'una o I'altra di due certe fun-
zioni &(2y , @e) , M(T3) -

Qi tratta ora dell’ ultima e piu generale categoria di soluzioni, in cul
tanto & quanto 7 sono effettive funzioni, con che diviene lecito assumerle

itrambe per variabili indipendenti. In primo luogo (§ 1) richiamo le suac-
cennate equazioni differenziali, semplificandole col tener conto di alcune espres-
sioni parametriche (si potrebbe anche dire integrali di una parte delle equa-

(v) Cfr. Nota IV, pp- 990-229: Nota vV, pp: 240-248 Nota VI, Pp- 283-292 di

sto volume




