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tura assai semplice, la cui soluzione generale non comporta altra arbitra-
rietd che quella che & rappresentata dall’arbitrarietd della scelta delle va-
riabili indipendenti.

Ooni V, che ammetta una terna ortogonale a rotazioni costanti ne am-
mette una triplice infinita, e cioe tutte quelle, che da una di essa si traggono
mediante una arbitraria sostituzione ortogonale a coefficienti costanti. Tra
tutte occupano perd un posto speciale quelle (in generale una sola) che ho
chiamate terne principali di 2% specie, la cul proprieta caratteristica con-
siste in cid, che per ogni punto P della varietd e per ogni congruenza
della terna sono eguali le proiezioni sulla tangente alla sua linea passante
per P delle curvature oeodetiche delle linee delle congruenze Wh., e Yhis
passanti per lo stesso punto. Cosi le nove rotazioni spettanti ad una terna
principale di 27 speeie si possono esprimere mediante sei sole costanti, e
queste possono essere ripartite tra le tre congruenze assegnandone a ciascuna
due e precisamente ad ogni congraenza v, la sua anormalitd a, e la proie-
zione dy sulla tancente alla sua linea uscente da un punto qualunque P
della curvatura geodetica della linea uscente dal medesimo punto e appar-
tenente all’una o all’altra delle congruenze Y., e Yy.o. D1 pilt si ha che:

« Per ooni concruenza di una terna principale di 22 specie deve essere
« eguale a 0 l'una o l'altra delle due costanti caratteristiche ad essa asse-
« gnate ».

Dai diversi possibili modi di ‘soddisfare a questa condizione segue una
ripartizione delle possibill terne principali di 2* specie in quattro classi,
le quali perd, per quanto ricuarda la natura intrinseca delle varietd, a cul
esse appartengono, si riducono a tre sole essenzialmente distinte e caratte-

rizzate come segue:

() d) — 05 —105—,05
(h) =0, —ay=0 , d3 >0,
(/1) (i = Oy =1 etr=\0) 5 >0 0 4:1),

Lo studio della classe («) & stato esaurito nelle Note citate, nelle guali
¢ stato posto in evidenza come con ricnardo ai valorl delle caratteristiche
@,y , @; essa si scinda in tre sottoclassi distinte. Quello delle altre due
classi forma ogoetto della presente Nota, e conduce alle seguenti conclusioni:

{o. Le terne della classe (#) appartengono alle varieta a curvatura
costante negativa o nulla K = — 3;d7. Per esse risultano determinati in
ciascuna di tali varietd oo® sistemi coordinati ortogomali, i quali per K=0,
coincidono coi sistemi cartesiani, mentre per K <0 ne costituiscono una
naturale e nota estensione.

9¢ TLe terne della classe (¢) forniscono ancora delle speciali espres-

sioni per il ds* delle varietd a curvatura costante negativa K -——=— 03, se &
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sioni cosi ottenute per le derivate intrinseche di 2° ordine si eliminano queste

o le derivate prime, si perviene alle relazioni
4 g
Whp = ::fj Wi Cpi Ugj

dalle quali segue che di fronte ad ogni sostituzione ortogonale le e si
comportano come i coefficienti di una quadrica covariante.

Si suppongano ora le g costanti. Per le (3) delle Note citate (*) sa-
ranno tali anche le wy; e quindi i coefficienti della sostituzione ortogonale,
che riduce a forma canonica la quadrica anzidetta noncheé i coefficienti della
espressione ridotta, cioé le curvature riemanniane principali della V, defi-
nita dal sistema di forma ;. Dunque:

« Le V; dotate di terne ortogonali a rotazioni costanti hanno costanti
« anche le curvaturc riemanniane prinecipali ».

Si ponga ora mente alle (1), dalle quali risulta che la forma bilineare
di coefficienti g;; e essa pure covariante di fronte ad ogni sostituzione orto-
oonale a coefficienti costanti; donde segue che. se le g; sono costanti, tra
le sostituzioni stesse ve n' ha una (ed in generale una sola) che riduce a
forma canonica la quadrica di coefficienti 3 (oy - 0ji)-

La corrispondente terna ortogonale, che ho chiamata terna principale

di specie, & dunque caratterizzata dalla proprietd che le sue rotazioni
sono costanti e legate dalle relazioni
Oh+1h+2 T Oh+2h+1 — U
cioe
Yh+1h h+1 =— Yh+2h h+2

dalle quali rvisulta che, se si considerano le tre linee delle congruenze prin-
cipali di 2* specie uscenti da uno stesso punto qualungue P della varieta,
le proiezioni sulla tangente ad una qualunque di esse delle curvature geo-
detiche delle altre due sono eguali (*):

2. Posto
Oh = Oh+1h+2 = — Qh+2h+1

le formole citate sopra per le terne principali di 2* specie nelle varietd, di

cui ei oceupiamo, danno

¢ — % N 2
(-):) Wy — - ‘)r + Oh &) — Oh+1 Qh+2
(3) Opr1hee — 208 Ohe) 1 Oniohel — — 20} Onao

(') Quest formole sono affette da un errvore tipografico, per il quale il 1° termine

del secondo membro porta indebitamente il segno — .
@) Cfr Ricei, Dei sistemi di congruenze ortogonalt in una varzeld C/:.r/"/m/ur',
Memorie della R. Accademia dei Lincei, serie 5%, vol. II, pag. 2
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Posto d in luogo di dy, le (2) e le (3) ci danno per questo caso

| 2
a, -+ a,\? - o o, \*
\ (,)“:( = ,,) — o — 0% | ::;.th( —’)— "—) o 5
(7) GGl il
/ Wgg = ( = ! ) — J%,
Wey =Wy, = () | :(a, Ct‘)() .

La equazione di 3° grado, che colle sue radici fornisce le curvature

R R

riemanniane principali della V;, si scinde poi nelle due equazioni :

0+ (0, | ws) @ + @) w2 — @], = 0
W =— Wy, .
Posto
(8) A= 1/(a; + a,)*+ 40°
abbiamo dunque per le dette curvature le espressioni
(723 o, oy — 2 :
=BTy (B
. @, — «, a, 0\ .
W,y — 5 IN== 5 ) — 0
2 \ 2
. ay — e, \*
Wy3 =— ( — ) — 0
2
mentre
y — (¢, Xy — &) 2
twl: = — D42 D= — A_._fd
(9) |
.
Oy 1\ L iy |
/ m3=—_‘( = ) — 20° |
f
sono quelle degli invarianti principali.
a) Suppongasi dapprima @, = @, — «. La varieta sard a curvatura
costante negativa K = — d* e si soddisfard alle equazioni (A) assumendo
Y, = da, ’ (0, — axs) day
Y, = dns 4 (axy | 0x,) dus

Yy = UT3

donde una nuova espressione pel ds* delle varietd a curvatura costante ne-

gativa.
//) Sia

0° — @, &, ,




endo a, >
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o, =|\—%—) , 0 =o0;=_20a — ( = -
\ B 2 2 5

Si tratta dunque di varieta, di cui due invarianti principali sono negativi,

ecuali e maggiori in valore assoluto dell'altro, che & positivo.
¢ determinata, mentre

7
)

za principale

la
W, pud essere scelta arbitrariamente nel piano a quella nor-

la coppia s, W, ¢
icolare si passa dalla terna principale di 2® specie W, . W, , W,

In queste

male.

specie tenendo ferma la congruenza v, ed

ad una terna principale di
eseguendo sulla coppia ¥, , W, la sostituzione ortogonale
208 6 — s1n 6
\ =
sin 6 cos 0
essen
) —
S == = | < G () —=— —
J o — &
valendo il segno inferiore secondo che 0= = |{/a, — a,| &
positiva o neg:
Si soddisfa in gquest ) alle equazionl A) assumendo
W, = dx, -+ (0 — a; Z5) da
Uy = Ty 1 (s & 10 |1/:{
Y, — dI
E poi facile riconoscere che, assieme alla congruenza principale Y, = v, ‘
(che é pure geodetica) e normale anche la
W, — sin W, - cos 6w
¢) Tra le V,, di cui ci occupiamo, rimangono da considerare quelle,
le cui curvature riemanniane principali sono tutte distinte.
Dalle (9) seguono le
0, 4 0, = — 447
\
(10) 0, — O @o w3 = (s a,)?
J T @y 2
0 (0; — 0;) + 03(0, — 03) = 5 (s — )? (2, + @),

le quali ci permettono di concludere:

1°) che esistono V,, i cui invarianti principali sono tutti costanti

Infatti, assegnati del resto comunque i valori

negativi, distinti qualunqgue.




dei tre invarianti principali, basta assumere per w, quello, che & massimo
in valore assoluto, perché dalle (10) risultino valori reali per a,,a, e d;

20) che esistono V3 per le quali gli invarianti principali sono costanti
purche tali che uno di essi w,, sia positivo e gli altri due negativi e tali

che siano verificate le disuguaghanze:

_ W, -
W0 <R (3> 9

Nell’un caso e nell'altro ai diversi sistemi di valori reali di e, . e ,0,
che dalle (10) si traggono, dati quelli di , ,w,,®;, non corrispondono
varietd essenzialmente distinte; ma semplicemente lo scambio delle con-
gruenze ¥, e W, o l'inversione dei sensi positivi delle loro linee.

La sostituzione ortogonale, per la quale si passa dalla terna principale
di 2* a quella di 1® specie & anche in questo caso una sostituzione binaria A

da eseguire sopra i, e Y., essendo

Ar—ii(tcj—l—(‘zr,) A - o5 -
2A v = 2A

(11) L't)s(i:ia

e valendo il segno superiore o 1'inferiore, secondo che d & positiva o negativa.
Per v, , W, e W, valgono ancora le stesse espressioni che nel caso (0).

Delle congruenze principali di 1* specie. in generale, & normale la sola

Yy = Y3, che e pure geodetica. Le altre due w‘ e ., SONO 0 nOD SONO
normali insieme: e sono normali soltanto se é a; 4 @ = 0. In questo

caso ¢li invarianti principali hanno le espressioni

W, — 2d(cty + 0) , = 20 (e, —d) , w3=-— :(/{T—*‘l’j)

1
Le curvature principali sono invece

m:l e (u:——()')" s 1:)1,::—1:., —*—:H"” . ‘-‘_"3: al — 0%,
donde

8 ! r
oy = W)) W5 «

Si tratta dunque di quelle varietd normali di Bianchi, per le quali una
curvatura principale ¢ media geometrica delle altre due.

In fine osserviamo che dalle espressioni trovate per w,,Ws,Ys nei
gingoli casi visultano per il ds® delle varietd considerate in questo paragrafo

delle espressioni, che si possono tutte comprendere nella secuente:

45" = dart - day - dery + { (@t + %) @t + (o1 + 09 ad +
+ 20(0y — @) &, @5 | d§ -
42| (02, — ey ) daty + (02 + @2 @) das | ds ;
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