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MEMORIE E NOTE

DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

\'?tr@(*n‘}lnlczl, —— R @ //,\‘//‘/'m"u}f /‘///.u/,-" newtoniani. VI. /k
sottocaso B, : Soluzioni quadrantali (1= 0). Nota del Socio TurLLI

LEvI-CIVITA.

Nella Nota precedente (') e stata discussa quella particolare categoria

di ds®, appartenenti al sottocaso B.), in cui 1'incognita & si riduce ad una 4

sostante (soluzioni longitudinali). Conviene ora esaminare la opposta (e piu
| cenerale) eventualitd che & sia una effettiva funzione. |
: Valendomi di certo gruppo di equazioni cui deve soddisfare &(z, , xs), |
sono condotto (S8 1 e 2) ad esprimere molti elementi incogniti mediante !

ma sola funzione = (&), preparandomi cosl un sistema differenziale diretta-

nente integrabile con mezzi elementari. Ma ancora una volta (§ 3) va stac-

cata dal caso generale una seconda categoria di soluzioni, specializzata (come

+ia la prima nei riguardi di &) perche una certa v si. mantiene costante. :
La presente Nota si limita a questa seconda categoria. L'integrazione (§ 4) :
& immediata, e porta a o® soluzioni, di cui perd (come gia le longitudi- |
nali) soltanto oo! sono intrinsecamente distinte. La lovo esegesi geometrica
o statica (8§ 5) mette in evidenza la propriela quadrantale, cioe la per- ‘
nendicolarity fra le linee assiali e le linee di pendenza (veggasi per le
1 Pp. 241-249 di questo volume.
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denominazioni i1 § 1 della Nota IV) (}). Si tratta, come si vede, di una
roprieth puramente geometrica. A differenza di quanto accade nella prima

fegame semplice fra le linee di forza e le

sategoria di soluzioni, non
linee caratteristiche della deformazione.
Un caso limite (§ 6) di soluzioni quadrantali & assai prossimo ai campli

miformi dello spazio euclideo, e porge un nuove esempio (cfr. la prefazi

della Nota precedente) di quella poligenesi (a partire da un ordinario po-
tenziale newtoniano) che contraddistingue le soluzioni rigorose dalla prima
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approssimazione.

LE EQUAZzIONI IN & (PER & NON COSTANTE).

-

1tta delle equazionl [(17)

( " =9 ( =89,
1 (E= P e e 5
love le « le derivate covarianti della funzione & ¢ il parametro si fo
alla forma binaria F
10° — \I Lig A; U
=

Le (1) rimangono identicamente soddisfatte nell 1potes1 particolare di & co-
stante, ampiamente discussa nella Nota precedente. Vediamo ora le con
ouenze dell' ipotesi opposta.

\T | ¢/ 3 +4+ ]

Vlolti ando per & e sommando rispetto all indice risulta
(1) XS Sik — A 2in) = 0 (i=1,2

e
D0Idermiamoci un momento per s abilire che queste equazioni, pm ssendo
soltanto, ammettono le originarie (1) come necessaria conseguenza. sicche
1 il 1/ o 1 1
¢ € equvalenza Ira (1) e (1°). Osserviamo all nopo che (essendo ormai esel
anza di &) non possono annullarsi identicamente, né entramhbe lo del

vate &,, & ne enframbi oli elementi del sistema reciproco &£ — N hk) &

Y 1 o emen lel s1stems 1] & =D . Ep

1

Le (1') esigono percid che si annulli il determinante di elementi

Per siruttare questa circostanza, poniamo

ViZ=on =01 5 =01, =100,

adottando il segno superior per 0y, positivo, 1'inferiore per b,, negativo,

(") Ibidem, pag. 22
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in modo che &, riesca reale in ogni caso. Dall'annullarsi del determinante
7 o o : 2 ; ; {
by b — bi; segue allora == by, = 4%, e rimane acquisito che (&, , by desi- ‘
- gnando acconcie ausiliarie 7ealZ) sussistono le identita |
= G A:Ellik:t/’z by : !

circa il segno da preporre ai secondi membri, basta ritenere che esso é il
medesimo per ogni coppia ¢, % .
Moltiplichiamo per ¢“® e sommiamo. Il primo membro si annulla,
talche
Ny

VAR |

1

Ui Op = 0.

Pl Siccome la forma di coefficienti a® ¢ definita positiva (al pari del do®, di
| cul é reciproca), la precedente condizione richiede 1'identico annullarsi di
by, b, . Ne consegue

Sin— ;’A:EUH;T 0,

T ——— ks — e

e quindi l'annunciata equivalenza fra le (1) e le (1').

(Cid premesso, ove si noti che

o) \7 z (A
£y

1

le (1) assumono 1'aspetto
(AE)i— A& & =0 (:=1.2).
e si possono. quindi compendiare nell’unica equazione ai differenziali totali

d(AE) — A& - dE = 0.

reg
17
|
I

Perche questa sussista e necessario e basta che i due parametri AE, A, &

2 ¢ .
sieno entrambi funzioni della sola &, la prima priori arbitraria, e la i
seconda eguale alla rispettiva derivata. Attribuiremo a A& la forma K, Z(&) r,
con I, costante positiva di dimensione /=* (e quindi interpretabile come
curvatura superficiale), che introduciamo per ragione di omogeneitd, onde
poter riguardare & puro numero al pari di §. 5
: Bscludendo eventuali punti (isolati) in cui potrebbero annullarsi &, e &, \
il parametro A& ¢ positivo; sara percid, generalmente, =(&) > 0. Rimane l’
inteso che noi viferivemo le nostre considerazioni a campi In cui una tale !
disnguaglianza si trova soddisfatta. ‘
‘Iu definitiva le orviginavie (1) sono sostituibili colle due condizioni
(1) AS = K& AR = e &
{
; va da sd choe l'apice apposto ad una funzione di un solo argomento, quale |
‘ la E(§), designa senza ambiguitd derivazione vispetto a quell’argomento. {
i |
|
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i
|
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_ FORMA CANONICA DEL ¢/6® RIFERITO ALLE LINEE & COST

E ALLE LORO TRAIETTORIE ORTOGONALI — UURVATURA.

jamo immaginare riferito il nos do® binavio alle linee & = cost.

ronali. Sia ¢ qualsiasi parametro di. queste

alle loro traiettorie orfe

linece (che mi riservo di sostituire con una sua conveniente funzione ).

Potro intanto porre, in virtu della prima delle (1”).

do® =

essendo @ una funzione di &, ¢ sottoposta alla condizione di rendere ve-
1 ta an seconda delle (1). Daccheé si ha, per una generica funzione
= K - A
T, ) 3 @ =D
ndo — & S
@
Ne c ol
— @* =5
ostante di1 1ntegrazione @~ tenuta funzione ¢ prior: arb
ra , dl @ (Con n ( w'!w',w nto d 1merro 1 H‘I!<‘\
[/ D* do* = dg

tal( risulta

(2 do? —= _}A Zdo?)

= 7

che iarderemo come forma capnonica del nostro de?. Si tratta evidente-
mente di metrica pettante d muna uperficie rotonda cul meridiani
(¢ = cost) e paralleli (& = {) costi con 11 ticolato in corrispon-
lenza equivalente (¢he conserva ¢ | ol reticolato cartesiano (&. @)
lella metri melidea — (d& r/"

K,
|4 appena necessario aggiungers 1 19, (4) )a 1 alla forma 0e0-

detica. ponendo
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con che
1
do® = I;\ (du®* 4 Edg?) ;

e alla forma isometrica, ponendo

; a&
HZ: =
con che
doti— I?n (dy® -+ dg?).

La curvatura gaussiana K si calcola nel modo piu spiccio dalla espression:
geodetica del do® in base alla formula

K=—K,

Sostituendo a dx la sua espressione —

(3) K=—;K,=

3. — RiICcHIAMO DEL SISTEMA DA INTEGRARE — (Aso p1 n=0.

Finora abbiamo considerato le (1) per se stesse, e le abbiamo, per cosi
dire, risolute parametricamente, esprimendo tutto mediante la funzione
(positiva) &(&), che le (1) stesse lasciano completamente arbitraria. B il
momento di riprendere le altre equazioni del problema nella forma lovo
attribuita alla fine della Nota LV.

Per raccogliere le idee, rammento che, nella classe di ds* einsteiniani

li cul stiamo occupandoci, la metrica spaziale e definita da

dl?

- ¢*(do® + dal),

dove, per quanto precede, il do* ¢ della forma (2), mentre

con 7 funzione della sola xs. La velocita della luce si esprime per &2

e un'ulteriore funzione ¢ della sola x,, avendosi

A L
EF

V, designa una costante arbitraria, cui spettano le dimensioni di una velo-

citd, mentre le funzioni &,% e ¢ hanno dimensioni nulle.

®

RenpiconTr. 1918, Vol. XXVII, 2° Sem.
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{1 1 (9] ) clent rvatura passano
ttate, le equaziol 16), (18), (19) della Nota IV
ATV sostituendovi n 100-di L&, 4,8 e K
) per mi 1 sola =. Riporterd queste formule
\‘1 Y 1 o ) 1Iscutert con referenz
i S S yne una e a funzione di Qul 1m
1o 0 S O 1RCUHIE7ES 1duce ad una costante
lo con S 1 della Nota pre i e. ritenerla addi-
1(el 111 e S0ddls La 1€ equazionl l]A\)
\ T — i ST y 1'aspetto
o= E L Ky=2 =0
— =k =— 1
0 n g S] a inaloga-
non
| ) \/
w (
f 1 ¢ nit
1 2 nazi
|
ria ¢
o) — 3 /
c¢h 0N ¢ — () n ) lone 1ol nzi
V= '
7 )ELLE SOLUZIO R 1 Ul 7 ()
lenti 10 oramal: la & essenzialmente )
len 3, P n =0, coll’esponenziale ¢ la ¢
! nite si riducono a due, dipendenti entrambe da w
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solo argomento: la Z(&) e la {(x3), in cui 23 va sostituito con ¥ a norma
della (6). Facendo apparire ¥ come variabile di derivazione in luogo di z |
e ponendo per breviti i
(10) Z
si ha

\

Con cid (essendo lecito di dividere senza riserve per &), la (4) pud essere

scritta |

(4 e i

Dei due membri, il primo puo dipendere soltanto da w, il secondo soltant
& la &. Percid essi sono entrambi costanti (e purl numeri). Designandone i

valore comune con — w, la’ (4") si scinde nelle due:

= I
Zi— — ., = - — —
Ridotta a mezzo di quest' ultima, la (5) diviene
5'E 35 = e
)ssla
{ [iEN 3 {
c ,.:JI_: — =
Integrando e attribuendo alla costante la forma eA. con & ==
si ha
= — u&® 4 cAs
S1 verifica Immediatamsnte che, con tale espressione di &, rimane senz alt
soddisfatta anche la precedente
=7 Lo
= D =l

quindi la (5) per necessaria conseguenza Va rilevato che 4 non pud esser
\ I

(3), e S1 sa-

zero, perché in tal caso si annullerebbe anche @ in base alla

rebbe ricondotti ad uno spazio euclideo, caso che sempre si esclude, perche
)

oid esaurito nella Nota II. Riconosciuto che A== 0, diviene lecito senza
pregiudizio della generalitd supporre addivittura 4= 1. Intatty, pavtey d
da un valore positivo generico di questa costante, basta porre

A G ek
|\., —— y = /(‘H
A

— A= A(W*E® 1 &8°) | ¢ BTN

Inj

perche tutte le formule precedenti rimangano inalterate salvo lo secambio
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teriale di K,, u g,A in K, p*, E* ¢*,1 (K; risultando, ber
ende, positiva al pari di C.D.D
Possiamo pertanto ritenere
(11 == n&* - && (s==1)
) e la (o) S1 riauc
w=—¢el{,& ().

funzione { dipende dal

diviene

—— 1 =

Al

rrazione (2) (e da un ever

14
08 [/ w >0)
== 083 1 () o (1t ()
/
W =0
. - .
I ) col lue K
\ P 1 | ]
L ljoura 1no \ i ( qu con o )
rrado ieta dell izioni long lin Nota p S 3)
\n K, eV ] wrbitrar dell ‘
uny ¢ /) i w4 | )0 ) 1 ! u 1 1 i;‘
— TIUS1T L( A EI f A =
ComPOR B EOM co ECCANICO
La cou assiale (& == cost @ =.CO Ile attnall notazioni),
orri curvatura @, é-isotropa e normale [efr. Nota 1V, § 27
1 Y .
per tutte le B,); nella precedente catecoria di soluzioni essa era altre

geodetica; ora non piu percl p* nella (7) dipende da v

(1) Anche er questa con ( 0 7 , con gia per la prim

Vota precedente, § 3 in cont i condizione generale di inftegrabilita
I\ 2| = wye~*" con o, Ora e~ Ny — Ke, mentre, per

rim tegoria, si aveva e~ 7] o Ko

0 te rebber nfatti [ 2 nell’espressione di e5: o additiva

spetto alla variabile indipendente w. 1 im rfl perche si congloberebbe
nell compare ella espressior (¥) formula per cui ci interessa ¢-);
la seconda e pure inessenziale, perché ¥ cor Il rmule scltanto pel tramite di

dy', e quindi si pund, senza alterare le formule stesse, sostituire ¥ con = W+ cost,
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Inoltre & diverso nei due casi il modo di variare di w. Nelle soluzioni
lonoitudinali le linee assiali erano traiettorie ortogonali delle superficie
w — cost., e quindi coincidevano colle linee di pendenza. Qui, a norma It

’ lella (8"), le linee di pendenza souo le & (¢ = cost. . ¥ = cost.), ortogo-
nali alle linee assiali w. Le soluzioni di cui stiamo ocecupandoci si chiamano
quadrantali appunto per il fatto che si tagliano ad angolo retto le due

sonoruenze di linee, intrinsecamente carattevistiche, assiali e di pendenza.

Giova rilevare che le superficie ¢ = cost., e cosi pure le ¥ = cost.
: ; ; : e {
sono piani geodetici, nel senso che ogni loro linea geodetica e anche geo- f
letica rispetto alla metrica dello spazio ambiente (!): all’incontro non si i
}

tratta di suporficie a curvatura gaussiana nulla: per es. le ¥ = cost., in

base alla stessa definizione di curvatura riemanniana secondo una data gia-

citura, hanno la curvatura .
Le linee assiali (su cui varia la sola ¥) appartengono evidentemente |

11 [11;”11 j_fvmlw}[ic} (/ — cost. e ne n‘lw\iilHirll‘wIlH l&‘ ]i”k'l‘ s = COST. [‘JS.\Q l'i,\l:l

| ano ceodeticamente parallele nella metrica superficiale subordinata dalla (7)

or ¢ = cost. La loro curvatura geodetica y, in base a nota formula (2), vale
= = e !
y=—K &1/ = ,:{j_)=}l\ =
s \l I<, &%)

7

, si mantiene manifestamente costante lungo una stessa linea & = cost. Z

e
linee asstali possono pertanto riqua larsi come circoli geodelici (linee

piane a curvatura costante) della melrica (7).

Se si fa convergere £ a zero (come gid 7, a § 3 della Nota preced

() |
| i si allontana indefinitamente nella varietd, tendendo all' oo la distanza da
una generica superficie &= cost., contata sulle oeodetiche ad essa ortogo

nali; ece.
Lo superficie equipotenziali — 4 V® = cost., o, cio che e lo stesso

V — cost., non coincidono piu, come nell’altra catecoria, colle w cost..
ma dipendono da & e da Y a norma delle (9) e (12). Percid le linee di
forza non coincidono colle linee assiali (su cui varia la sola ¥), né colle
linee di pendenza (su cui varia la sola £): e nemmeno le incontrano sotto
angolo retto. Ne consegue, considerando intuitivamente l'andamento delle
linee di forza come causa meccanica e la distorsione geometrica dello spazio,
¢iod l'andamento delle linee principali di curvatura (e, per esse, assiali e
di pendenza), come effetto, che il comportamento delle soluzioni in discorso

non & longitudinale, né trasversale: ma misto.

() Si pud vendersene conto sia, direttamente, in base alle equazioni di Lagrange ]

4 invocando un visultato specifico dovuto al.sig. Hadamard, Cfr

per le ceodetiche, s
Sur les bléments lindaires a trots dvmensions, Bull des sciences math,, tomo XXV, y

190 , pp. 37-40.

(™) Cfr. Bianchi, Lesiont di geomelria differensiale, vol. I lrl'im, Spoerri, 190" ],

g, 194
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mite della forza e guello del caso B.) (Nota I 3 7), ossia, si
11 (0] canp Hnniio
) c lo 3 ) re \ ‘he ‘ fi ‘ ne azi1ale
Per guanto preced ¢ nee caratteristiche della deformazione paziale
I 10, anche al limit in comportamento obliquo (n n longitudinale
isversale) rispetto alle linee di forza.
I/ wgorosa del potenziale statico — L'V irebbe qna-
7 rchb undi ¢ ittere di forza elastica di richiamo (verso il
). Perd, come si vide a proposito di B,), le lizioni che interessano pra-
juelle in eni i LSCUT, e il quadrato del rapporto Allora ¢ lecite
Lo
| ern {uadratico in Lt V2%, con ch 1 ricade nei campi uniformi,
[
¢, d. d b




