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questo appartiene alla retta limite Cx, | C'y, 4+ C”" = 0 del sistema tras-
formato, poiché, evidentemente

0o+ 'Yy + 7 =
=[(aC + d'C' + a”C") X 4 (5C + ¥'C' + 5"C") Y] (a’X + ¥"Y)~ =0

epperd, ove X ,Y siano le componenti d'una forza costante in grandezza e
divezione, le X,, Y, saranno le componenti d'una forza centrale col centro
nel punto ,,y,, proporzionale alla distanza dal centro, ed inversamente
proporzionale al cubo della distanza dalla retta Cz, 4 C'y, 4~ C” = 0 che
passa per esso. Questa retta e quel punto sono, rispettivamente una tan-
gente ed il relativo punto di contatto della conica trasformata della para-
bola percorsa dal punto mobile sotto 1'azione della forza costante. Cosi,
tenuto conto che dalle (10) con la omografia inversa delle (8) si passa di
nuovo alle X ,Y, nella supposizione che queste siano costanti, si arriva al
risultato secondo il quale a fuiti ¢ moti liberi su coniche, per forze cen-
trali col centro in un punto della curva, o per forse di direzione e gran-
desza costante, si arriva, partendo da uno qualunque di essi, col trasfor-
mario per mezzo delle omografie di Appell. E da cio segue, allora, il

carattere d'énvariansza, per questi tipi di moti liberi, cui si & accennato

in fine del n. 1.

5. Tutto quanto abbiamo esposto, in questa e nella precedente Nota,
facile & riassumere in un enunciato unico che noi, per brevitd, lasciamo a
cura del lettore.

Matematica. — Sul problema dell’irriducibilita di un’equa-
zione in un campo di razionalita generale. Nota di Pacirico Maz-
zoNI, presentata dal Socio .. BrancHr.

1. Nella teoria che Galois pose a fondamento per la risoluzione e Ilo
studio generale delle equazioni algebriche, si presenta questo problema:
Data wn’equasione algebrica, priva di radici multiple :

(1) [(@)=(2 — ). (2 — @) . (& — ap) =0,

con coefficienti appartenentt a un dato campo di razionalita, vedere se
e come si abbassi il Suo gruppo di Galois, per l'aggiunia di una dato
grandezza £, radice di un'allre data equazione [\(z)=0.

Considerata 1'equazione /() = 0 risolvente di Galois della proposta (1),
¢ noto che il problema equivale a quest'altro: vedere come si scomponga
fo(z) in fattori irrviducibili, dopo l'aggiunta di @, al campo di razionalita

primitivo.
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Noi supporremo che le due equazioni f(2)=0 e /i(z) =0 abbiano
i coefficienti numeri razionalt, e che il campo di razionalitd da cui si
parte sia quello dei numeri razionali, che si indica sempre con [1]; invece
con [8,] indicheremo il campo ampliato, dopo l'aggiunta di . Sicché il
problema di cui vogliamo occuparei & il seguente, di indole pratica, e che
¢ fondamentale nella teoria di Galois delle equazioni e delle grandezze
algebriche :

Dare dei metodi pratici per decomporre un dato polinomio a coeffi-
cienti rasionali f(z) in fattori trriducibili nel corpo algebrico [B1] (')

A questo problema & parso sinora che avesse gia risposto il Kronecker,
poiché egli lo tratta mel § 4 dei suoi Grundsige, dopo di aver risoluto
quello di decomporre f(z) nel corpo [1]. Qui ci proponiamo di dimostrare
che quel metodo dato dal Kronecker per decomporre f(z) in fattori irridu-
cibili nel corpo [@,] & imesatto, e in generale non risolve affatto il pro-
blema proposto: sicché il deito problema rimaneva, sino ad 094, per
quanto ¢ a mostra conoscensa, insoluto. Noi qui lo risolveremo, modificando
opportunamente lo stesso metodo del Kronecker.

Ricordiamo prima quale & quel metodo. Posto z=2- 43, con 4
numero razionale indeterminato, e posto, per brevitd, f(z—48,)=F(31,p),
sl supponga che
(2) Fi(z,8.); Fe(z, B1) 5 oo 5 Fi(2, 1)
siano i fattori irriducibili cercati di F(z,g,) in [#,]. Supposto inoltre fi(z)
gia irriducibile in [1], si dicano 8, ,f:....,H8. le sue radici, coniugate
di g8, rispetto a [1]. Si formi il quadro

[(a4248) =TF(s,p) =TFi(s,£) . Fo(3,8)) .. Fu(s,51)
(3) \ f(s428:) =F(3,B:) = Fi(3, Bs) - Fo(2. f2) - Fi(z, £2)

]

\ /(J + ;-,dn) — F(J ; P)n) = F”Z 3 ﬁn) « F!(g 5 ﬂn) FI(: ) ,dn) .

Si eseguisca il prodotto delle funzioni che si trovano in una stessa
colonna di questo quadro. Posto

@(s) =F(s.£).F(z.p:) .. F(s.8a), 0 gi(s) =TFi(s,4). Fi(s, o) ... Fi(3,8)

per 2=1,2,..,¢, le funzioni @(2), @i(2), ®2(2), ..., ¢:(2) saranno tutte
a coefficienti razionali, che si trovanmo con dei calcoli di funzioni simme-
triche. Si decomponga @(z) in fattori irriducibili in [1]: cid che si sa
fare. Per fissar le idee, si supponga infine che a; 4 4B, sia una radice di

() Per quanto riguarda le denominazioni che usiamo, seguiamo il Weber, nel suo
trattato, Algebre supérieure, 1898.

Per es., ricordiamo che si chiamano comiugate le radici d'un’equaz. irriducibile.

——— )
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F\(2, B1), e che 6,(3) sia un fattore irriducibile di ®(z) avente quella radice.
Giunto a questo punto, il Kronecker cosl prosegue:

« Il massimo comune divisore tra F(z,B,) e questo fatiore 6,(3) ci
«da il polinomio cercato F\(z,p)); analogamente per gli altri fattori:
« trovati cosi questi fattori (2) di /(s 4 48,), irriducibili in [g,], si tro-
« vano poi subito da essi i fattori di f(«) irviducibili in [£,], sostituendo
« in essi di nuovo # — 48, al posto di 2. B poi da notare che la sostitu-
« zione di 248, al posto di z & fatta col fine di far comparire effetti-
« vamente £, nei coefficienti ».

2. Orbene osserviamo che in generale non ¢ esatto che, ad esempio,
Fi(s, 4)) sia sempre il massimo comune divisore dei due polinomi F(z, g,)
¢ 0,(2): in generale esso ¢ soltanto un loro divisore comune, e per convin-
cerci di cid, lo vediamo subito con un esempio (}).

Prendiamo un polinomio G(z) irriducibile in [1], e diciamo

(4) Fi(z,61) ; Fa(e,81) 5 ... 5 Fr(3, 81)

i suoi fattori irriducibili in [#,], e poniamo che sia » = 8 (%). Detto poi
{ un numero = 2, e < », poniamo

(5) F(z,ﬂl)=F1(z,ﬁ,).Fg(z‘ﬂl)...F,(g,ﬂ,),

dimodoché F(z, ;) conterrd effettivamente g, nei suoi coefficienti, e le radici
di F(z, ) =0 saranno tutte coniugate tra loro rispetto a [1], poiché tali

sono quelle di G(z) = 0. Poniamo s = 2 — A8,, e consideriamo la funzione

F(z,8)=F(lax—16,,8).

(*) Basta pensaro che Fy(z,8,) pud avere qualche radice comune, per esempio, con
Fy(s,8,), perchd si presenti subito il dubbio sull’affermazione di Kronecker.

() Se ne potranno certamente costruire di tali polinomi irriducibili in [1], che in
un corpo [f,] si scindano in piu di due fattori irriducibili. Basta prendere infatti una
equazione razionale in [17:

[G)=(F—ca).(z—a)..(2— an) =0,
avente per gruppo di Galois il gruppo totale sulle sue radici. Considerata la sostituzione
S= (@, g, ..., “|A) . (”1L+| yaniy “v) (Y y n‘m) ’

si indichi con I' il gruppo generato dalle potenze di S, e si dica f, un elemento del
corpo [@;, &, ..., @, ] che abbia per sottogruppo numerico I'. Rispetto al corpo [g] il
gruppo di Galois di f(3) =0 sard ridotto a I', e f(2) si scinderd nei tre fattori irri-
ducibili

(2 — @) (T — @) . (B — @) 5 (@ — @p) o (2 — @) 5 (@ — Qyr) 0 (B — @) .

Analogamente se si vogliono pint di tre fattori irriducibili.
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Partiamo ora de questa funzione F(x — 48, ,f1); sostituendo in essa
la quantitd z-- 48, al posto di @, si ottiene precisamente F(s, ). Questa
funzione si decomporrd in fattori irrriducibili secondo la (5); si potra for-
mare il quadro analogo al (3). Siccome le radici dei vari fattori Fi(s, B1),
per i=1,2,..¢, sono coniugate rispetto a [1], esse soddisferanno tutte
all’equazione irriducibile 6,(s) = 0, e pereid il prodotto F(s, ) e contenuto
in 6,(s): vale a dire che ¢/ massimo comune divisore a F(z, ) e a 6,(3)
F,(s,%): cid che dimostra che & errata

sara F(s,p)) Stesso, e non si
'affermazione del Kronecker che il detto massimo comune divisore sia proprio
il polinomio irriducibile richiesto F,(z, ). Dunque col suo metodo non si
pud decomporre questa funzione F(s,#,) in fattori irriducibili in [8:].-

E se @(x) & un polinomio razionale in [17] che contenga F(x—28.,8)),
posto:

D(x) = Pz 18) =0(3, 8)) ,
questo polinomio @(s , 3,) couterrd F(s,8,); e siccome per quest'ultimo il
metodo di Kronecker non @& valido, neppure il polinomio dato ¥(x) non sz
potra decomporre con quel metodo in fattori irridueibili in [8.].
3. Ora vogliamo modificare i1 metodo di Kronecker, in modo da ren-
derlo valido. Dimostriamo che:
(z) & irriducibile in [1], allora il detto metodo ¢é valido,

e
cioé allora il massimo comune divisore tra F(z,B)) e 0.(2) ¢ veramente
Fi(z, 8)).

Infatti siano e, , s, ..., am le radici della (1): siccome z =z - 18,
le radici di F(z,p,) =0 saranno le seguenti:

C(,-—‘—r‘.o'l . per i e s

I

Se dimostriamo che due di queste radici non sono coniugate rispetto
a [1], se non lo sono rispetto a [#,], seguira che il prodotto

Fu(z,p.). Fs(z, B)) .- Fi(2, B1)

non ha radieci comuni col fattore irriducibile 6,(z), il guale ammette come
radici tutte le coniugate di a, - 4f, rispetto a [1]; cioé seguira che
F.(z,8,) ¢ il massimo comune divisore tra F(z, ;) e 6,(3).

Supponiamo che a; 448, sia coniugata di «, 4 43, rispetto a [1];
vi sard una sostituzione S del corpo normale [e; , @5, .oy @m 5 By 5 eer s B
che porterd «;, + 43, in a; 4 A8,. Si vede subito che la S porterd e, in «;

Q

o B, in B, stessa ('); cioé la S lascerd ferma (,, e sard una sostituzione

(*) Se la S porta @, in «, e g, in B, deve essere o, -+ Ap"; = @y} 48,; donde,
siccome 4 & un numero indeterminato, e le quantita «,- 48, sono tutte distinte, segue

e deve essere a," — @i, e B, =§,.
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del suddetto corpo normale réspetio a [B.]; percid a; - Af, sara coniugata
di «, A8, 7ispetto a [B,] come campo fondamentale. Dunque a;—- 48,
non & coniugata di e, 4~ Af, rispetto a [1], se non lo & pure rispetto a
[#.], cioé se non appartiene allo stesso fattore F,(z,p)), cul appartiene
I'altra. C. d. d. Dunque se f(z) @ irriducibile in [17], allora il massimo
comune divisore a F(z,p,) e a 6,(2) & proprio il fattore richiesto F,(z. ).
E siccome cid che si & detto per il primo fattore F,(2,3,) vale anche per
gli altri, segue il teorema finale:

Se [(z) é trriducibile in [1], allora per esso vale il metodo del
Kronecker, per decomporlo in fattori irriducibili in [p]. Se invece
f(x) é riducibile in [1], allora basta decomporlo prima in fattori irri-
ducibili in [1], e applicare poscia a ognuuo di quests Separatamente %l
metodo del Kronmecker.

Abbiamo cosi risoluto il problema proposto, che il metodo primitivo
incompleto del Kronecker non risolveva in generale (*)

Se poi la funzione che si vuole decomporre contiene gia #,, poniamola
f(z,B,), allora basta formare il prodotto

Fla,8). f(@,B) v £y B,

che ¢ una funzione F(x) razionale in [1], e decomporre questa prima in
fattori irriducibili in [17], e poi in [@,], e preudere alla fine soltanto quei
fattori che sono contenuti in /f(z,#,). :

Terminiamo, osservando che il Kronecker non pensd affatto al caso che
f(z) = 0 fosse irriducibile in [1], e il Molk, suo commentatore, neppure;
essi si limitarono soltanto a supporla priva di radici multiple, sicche dovet-
tero ritenere quel metodo valido in ogni caso: il che, si & visto, non &
esatto. Qui abbiamo risposto in modo definitivo alla questione,

(*) Il Molk, in una sua Memoria (Sur une notion ecc., negli Acta Mathematica,
vol. 6, anno 1885), commenta, amplia e precisa molte considerazioni del suo maestro
Kronecker. Orbene, anch'egli si lascia sfuggire lo stesso errore, perche giunge ulla stessa
conclusione dell'altro, la quale, si ¢ visto, & assurda. Precisamente egli tenta di dimo-
strare che i fattori irriducibili in [17] di #(3) sono tutti distinti, il che non & affatto
vero in generale, nemmeno se f(2) & irriducibile in (1); e da questa premessa errata
egli giunge alla conclusione che abbiam vista del maestro (L'errore di ragionamento del
Molk @, parmi, a pag. 44).

Renprcontr, 1919, Vol. XXVIII, 1° Sem. 18




