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Matematica. — Swulle funzioni additive di campo. Nota di
Mauro Picone, presentata dal Corrisp. Guipo FuBINI

1. Si deve al prof. Fubini (*) la proficua introduzione, nella trattazione
elementare degli integrali multipli, delle funzioni additive di campo e delle
loro derivate.

Il teorema del prof. Fubini:

non pud esistere pid di wna funsione additiva delle porsioni © di un
dominio chiuso R, alla quale sia asseqnato. in ogni punto di 2, il valore
della derivala,

pud essere assai utilmente applicato per dare rigorose e semplici dimo-
strazioni delle piu importanti relazioni nella teoria degli integrali multipli.
Cid mostrerd con qualehe esempio, con intendimenti puramente didattici, in
note ulteriori.

Per tali applicazioni giova perd modificare la definizione di derivata di
una funzione di campo.

Il dominio chiuso £ in cul e definita la funzione S(z) delle porzioni =
di 2 sia quadrabile, e consideriamo porzioni z quadrabili, di cui indiche-
remo con 7 l'area. Sia P un punto di 2. Secondo il prof. Fubini,

per derivata di S(z) nel punto P, si intende il limite, se esiste,
del rapporio
S(¥)

T

nel mentre che lende a zero il raggio di un cerchio di centro in P, avente
nel suo interno la parsione variabile z.

Con vantaggio nelle applicazioni a molte questioni di analisi, ci si pud
invece limitare a considerare solamente dominii £ e sue porzioni z quadra-
bili e regol/ari (*) e a dare la diversa definizione di devivata che si trova
al n. 3.

2. Introduciamo alcune opportune denominazioni.

Due raggi indefiniti paralleli e dello stesso verso, perpendicolari, nei
due estremi. ad un segmento o di retta, limitano con questo segmento una
porzione di piano, i cui punti sono proiettati ortogonalmente sulla retta di g

(*) G. Fubini, Lezioni di analisi matematica (3. T. E. N., 1915), capitolo XVI.
Cfr. anche le Note dello stesso A. in questi Rendiconti (seduta dell’ 11 aprile 1915) e
negli Atti della R. Acc. delle Seienze di Torino (vol. 50, pag. 293).

(*) Regoluri nel senso precisato da Osgood [Lekrbuch der Iunktionentheorie,

1° vol., 22 ed., pagg. 51 e 179].
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in punti del segmento «; tale porzione sard chiamata semistriscia, il seg-
mento « si divd la base, i raggi indefiniti si diranno i /at; della semi-
striscia.

Sia P un punto ordinario del contorno di un dominio regolare £2, nel
quale punto la tancente a questo contorno non & parallela a nessuno degli
assi coordinati #, 4. Condotti per P 1 quattro raggi

‘ez, —2z, 4y, —y,

uno, che chiameremo z;, dej primi due e uno, che chiameremo Yi, dei rima-
nenti, penetrano nell'interno di 9. Per rettangoloidi r, . ry relativi a P,
intendiamo quelle porzioni di 9 contenute, le prime, ciascuna, in una semi-
striscia che contiene il punto P nel suo interno, ha la base non esterna ad 2
e 1 lati nella direzione e nel verso dell’asse — Zi, contenute, le seconde,
oiascuna, in una semistriscia che contiene il punto P nel suo interno, ha
la base non esterna ad 2, e i lati nella direzione e nel verso dell’asse — Y.

Se la tangente al contorno di £ nel punto P & parallela all'asse 2
(all'asse y), dei due raggi +ye—y (+ae — @) uno, che chiameremo
¥i(xi), penetra nell’interno di 2. e si definiranno, come sopra, i reftango-
loidi 7,(ry) relativi al punto P.

3. Dopo cid diamo la seguente

Definizione di derivata per una [unzione di campo. Se il punto P &
interno al dominio regolare 2, o & un punto singolare del suo contorno, per
derivata nel punto P di una funzione S(z) delle porzioni regolari = di £,
si intende il limite, ve esiste, del rapporto

S(7r)

7

ove r & l'area della porzione di 2 contenuta in un rettangolo — a lati
paralleli agli assi coordinati — al quale il punto P si mantiene interno, nel
mentre che i lati del rettangolo tendono a zero (&):

Se il punto P & un punto ordinario del contorno di @ ed in P la tangente
al contorno non & parallela né all'asse & né all'asse Y, per derivata nel
punto P si intendono i limiti, se esistono e se sono eguali, dei rapporti:

S (74) S(7ry)

75 7

(*) Ho scritto queste righe senza conoscere la Nota del Vitali: Sui teoremi ds Rolle
¢ della media per le funzioni additive (questi Rend., seduta del 21 maggio 1916), segna-
latami dal prof. Fubini, apparsa mentre io ero al Pasubio. In questa Nota il Vitali con-
sidera varie definizioni di derivate per le funzioni additive e vi stabilisce il teorema della
media, per campi di forma particolare, considerando anche la stessa definizione data ora
qui della derivata per punti interni al campo.
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ove o @ 7, sono le aree di rettangoloidi 7, e 7, relativi al punto P, nel
mentre che i diametri di questi rettangoloidi tendono a zero.
Se il punto P & un punto ordinario del contorno di 2 e in P la tan-
gente al contorno 8 parallela all’asse @ (all’asse ), per derivata nel punto P
gi intende il limite, se esiste, del rapporto

S(ry) ] (M)

Ty Ta

ove 7y(re) & l'area di un rettangoloide 7y (7w) relativo al punto P, nel
mentré che il diametro di questo rettangoloide tende a zero.

4. Sussiste il teorema:

Non pud esistere pit di una funsione additiva delle porsiont regolari
¢ di un dominio chiuso e regolare R, alla quale sia assegnato, in agni
punto di R, il valore lella derivata, nel senso definitivo del n. 3.

Cid discende dal

TEOREMA DELLA MEDIA: Se la [unzione additiva S(z), delle poraioni
regolari v di 2, possiede, in ogni punto di R, la derivata, nel senso defi-
nitivo al n. 3, e se questa derivata é una funsione ¥ limitata, il rapporto

¢ compreso [ra il limite superiore Le e il limite inferiore Iy della de-
rivata F in .

Di questo teorema si pud dare la stessa dimostrazione data dal Fubini
per il teorema della media relativo alle funzioni additive aventi derivata
nel senso pitt esteso definito al n. 1. Bastera soltanto sostituire alle suddi-
visioni arbitrarie di £, eseguite dal Fubini, suddivisioni di £ mediante
rette parallele agli assi coordinati: praticata nel piano una gquadrettatura —
avente per assi gli assi coordinati — pur di scegliere minore di un certo
segmento il lato della quadrettatura, si perverra a suddividere il dominio £2,
in quadrati, in rettangoloidi 7. e 7, e, entro i quadrati della quadrettatura
che contengono punti singolari del contorno di £, in porzioni di 2 ade-
renti al contorno contenute in quadrati (*). Fatta questa suddivisione, se
fosse :

S_g—zlzLﬂ—{—e , con & >0,

ripetendo il ragionamento del Fubini e sostituendo al lato della quadrettatura
un suo sottomultiplo tendente a zero, si verrebbe a determinare un punto

(") Cfr. in proposito Osgood, op. cit,, pag. 179, Suddirisione di un dominio rego-
lare §n dominii di tipo normale.
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di 2 (nel suo interno o sul contorno) per il quale, la derivata, el senso
definito al n. 3, non sarebbe inferiore a Ly < &.

5. Dopo i teoremi del n. precedente, volendo dunque dimostrare 'egua-
glianza du due funzioni additive S,(z) e S.(z) delle porzioni regolari 7z di
un dominio regolare e chiuso £, bastera limitarci a stabilive l'eguaglianza
delle derivate, nel senso definito al n. 3, di S, (z) e di S,(z) in ogni punto di 2.

Cid parmi rappresentare una notevole semplificazione, per le dimostra-
zioni, in confronto a quelle che si dovrebbero fare per assicurare 1’eguaglianza
delle derivate nel senso piu esteso definito al n. 1.

Le funzioni S(z) delle porzioni regolari » di £, aventi derivata nel
senso del n. 3, formano una classe probabilmente piu estesa di quelle aventi
derivate nel senso del n. 1. Si vede subito perd, in virth del teorema della
media del n. 4, che se una funzione additiva S(z) ha, in ogni punto di 2,
una derivata nel senso definito al n. 3, e se questa derivata & una funzione

continua in £, la S(z) ha anche derivata (la medesima) nel senso definito
al n. 1.

Geologia. — Z'raccie di vaste glaciazioni antiche nei Monti
della  Duchessa (Abruzzo Aquilano). Nota dell’ing. CAmILLO
CrEMA, presentata dal Socio C. F. PARONA.

Quel tratto della catena dei Monti della Duchessa compreso fra la pia~
nura di Avezzano, la valle Amara e l'altipiano di Rocca di Mezzo presenta
un intreceio di valli anguste e profonde e di aride cime a precipitosi ver-
santi, che ne fanno uno dei punti pil selvaggiamente pittoreschi dell’Abruzzo
Aquilano. Nell'apparente disordine orografico & perd facile riconoscere un nodo
centrale, 1'erta giogaia del Costone (2237 m.), dal quale si irradiano cinque
giganteschi contrafforti, facienti capo ad altrettanti gruppi montuosi, che cul-
minano rispettivamente nei monti Velino (2487 m.), Morrone (2266 m.),
Puzzillo (2177 m.), Rotondo (2062 m.) e della Magnola (2223 m.).

Quest’accidentata regione & essenzialmente costituita da calcari appar-
tenenti a due piani del Cretacico, il Cenomaniano ed il Turoniano, fra i
quali §'interpone, come dovunque nell’Appennino il Mesozoico superiore com-
paia colla facies cosi detta abruszzese, 1'orizzonte a Requenia parvula Costa
e Monopleura Schnarrenbergeri Par., sede di numerosi ed importati affio-
ramenti di bauxite. Su questa impalcatura non si hanno, pare, altri terreni
d’origine marina fuorcheé quelli della nota formazione calcareo-marnoso-are-
nacea del Miocene medio, cost diffusa nell'Appennino. I calcari miocenici
8'incontrano qua e 1a in placche pii o meno estese, ma non hanno impor-
tanza che nei monti prossimi alla pianura, nei quali compaiono associati alle
arenarie; queste poi formano una lunga striscia nella Conca di Rocca di

Renprcontr. 1919, Vol. XXVIII, 1° Sem. 31




