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Posto ST = C, siccome le sostituziont S ¢ T sono permutabili col loro
prodotte C, S e T saranno due potenze della ciclica C: posto S=0Cr, e
T = (5. sard ST=C+= C, onde sard: r-}-s=1 (mod mn); e siccome
1< r<m, e 1<<s<m, siha: 2<r—+s<2mn, ¢ quindi » 4 s=
— mn -+ 1. Il teorema enunciato pud dunque completarsi, dicendo che S

e T sono potense di una medesima sostitusione ciclica C, e che la somma

| dei due esponenti é —mn—+ 1.
4
Matematica. — Una nuova dimostrasione del teorema i
Green. Nota di Mauro Prcong, presentata dal Corrisp. G. FuBini.
N -
§ 1. — LismMa: La Resona bl L' Hoseiral PER LE FUNZIONI
! DI PIU VARIABILL
1. Se a.b.....c sono numeri positivi e se le funzioni F(x .y, ..., 3),
| G, ¥ ....,3) soro continue, con le loro derivate prime, nell’insieme 2 de-
I finito dalie disequaglianse:
’ Ze L T =Ty Yol Y=o by By 2 =By
: nel quale esse [unzioni vengono esclusivamente considerate, se di piw ¢
| l sempre in |
‘ Gz s 2) =05 i
| !
W I‘ G=(@, ¥ 5% 0050 Gy (2 o sie) S 0BG S (el St ) = 08 4
mentre !
-
F(xo s Yo 5 - s 80) = G(@o s Yo + e v85) =0, H
‘ \ allora dall’esistenza dei limiti ;
bl
‘ |
W (asy i) (g Ng) 20 TR G Fyswingg) )
i ’ lim = , lim =F—=- 1 T e
w=uy Ga (T, Y, e 18) “w=uy GTl 9, -5, 8) u=wu, Cs(T .y ;.. , %)

ove M e M, designano i punli x .,y ,....5 5 Zo,\Yo- -+ 40, € dalla equa-
glianza di questi limiti, discende l'esistenza del limite

Bz .- v.-.3)

lin = ——
\ M=1r, (J(.Z‘,.//,....J)
\ e lequaglianza di questo ai precedents.
Il teorema si dimostra subito. Supposto, invero, &, =y, = - =23, =0,

dalla eguaglianza

]“1-7"~ Yyouo3) 3z F,.(6z,6y.....82)

Y i el ) S — 00l

G(z,y,..,2) D 2r G (02 ,0y,...,02)

—————




sl et

segne che la frazione F/G @ compresa fra la pilt grande e la pitt piccola
delle frazioni

(62, 0y ,...,0z) F.(6z . 6y, ... . 63)

F,
G (0 6yl g (O gy 62
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S 2. — UNA NUOVA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI GREEN.

2. Questo teovema, che afferma le uguaglianze

(1) UQ%(S«/.L-W/:_I(Q‘QI/;/ ; »‘42%'7:—..(9;1%”

¢ dimostrato in tutti i trattati di analisi sotto la condizione restrittiva cho
il contorno () del dominio regolare £ sia incontrato da ogni parallela agli
assi coordinati al massimo in un numero fnito di punti (*). Come primo
esempio di applicazione del teorema di unicitd per una funzione additiva di
campo di derivata assegnata da me enunciato nella Nota Swile [unzions
additive di campo, ultimamente apparsa in questi Rendiconti (%), do qui,
del teorema di Green, una nuova dimostrazione elementare che lascia ca-
dere quella restrizione e lo stabilisce in tutta la generalitd desiderabile per
le ordinarie questioni di Analisi. Dimostro ciot il teorema:
Se nel dominio chiuso e regolare 2 sono definite le funzioni P, Q,
continue con le loro derivate Q, P, , sussistono le equaglianze (1).
3. Dimostriamo la prima delle (1) e dimostriamola dapprima nella ipo-
tesi che il contorno (£) sia privo di punti singolari. Le due funzioni

S,(r):\("‘%Qdu'dy ; Sg(’)=(‘ Qdy,

Jre 0T G

sono funzioni additive delle porzioni regolari = di 2, di cui la prima ha
per derivata, in ogni punto di 2, la funzione Qu(z,y), basta dunque di-
mostrare che la funzione S,(z) ha per derivata, nel senso del n 3 di (N), la
gtessa funzione.

(*) Tale condizione vicne, in conseguenza di ¢id, a figurare quasi sempre nelle ana-
lisi dei problemi dei valori al contorno per le equazioni alle derivate parziali, analisi
che spesso si fondano appunto sulle formole (1).

Cino Poli nella Nota Sugli integrali estesi al contorno di un campo qualunque
(Atti della R. Acc. delle Seienze di Torino, vol. 49, pag. 248), mediante una opportuna
estensione della definizione di integrale curvilineo, osservd perd, fin dal 1913, che il noto
teorema di Fubini sugli integrali superficiali [Cfr., percesempio, Ch. J. de la Vallée
Poussin, Cours d'Analyse infinitesimale (2™ édition), t. II, Chap. III] assicura la vali-
dita del tcorema di Green, nel concetto di Lebesgue di integrale, per campi i cui con-

torni non devono soddisfare ad alcuna condizione.
(*) Citerd questa Nota con la notazione (N).
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Sia P un punto interno di £ ed in esso concepiamo portata l'origine
delle coordinate. 11 contorno di un rettangolo 7, a lati paralleli agli assi
coordinati, al quale il punto P & interno, segnerd sull'asse @ due punti di
ascisse — a« e 8, e sull'asse y due punti di ordinate —y e d. Supposto

» tutto interno ad @, si ha:
S (2) 1 \ "8 : *0 )
s pdy— | (—e g,
= (a4 B y+ 9t ‘—‘; Q8. y) y y ‘_“ @, y) ./\

e quindi, evidentemente.

- Sy
..p.l;“.lff: 0 ti-l) =Qe(0,0).
Sia P un punto del contorno (). Distingueremo due casi.
l® caso. — La tangente in P non & parallela all'asse y. Si pos-
sono allora considerare i rettangoloidi 7 relativi al puato P. Sia —y il
raggio che penetra nell  interno di 2 e sia

y=9@ , ¢0)=0,

I'equazione del pezzo di (2) contenuto nella semistriscia che determina 7y,
— @« e 8 le ascisse dei lati della semistriscia e —y l'ordinata della base.
Si possomo supporre «, § .y gid tanto piccoli che tutto 1'indicato pezzo di
(Q) sia rappresentato dall'equazione y = ¢(z), con ¢(x) e ¢'() finite e con-
tinue nel tratto (— @, ), In questo tratto sara sempre
g(x)=—7-
Si ha:
~o(b ~ 8
Si(ry) = ~ Q(2,y)dy — s Qe . ¢(2)] ¢'(z) dz —
—&

A

~ g—a)

= s Q(—ea,y)dy="F(«,8,7),
=y

B
r,=ay -+ y5 + s 9(z) dz=G(a, £, 7).
o —a

Occorre studiare il limite

lim Fle.f.7) )
« p.y=0Gla,f.7)
E
£(0.0,0)=G(0,0,0)=0,
»e(—w) ~ g(f

Fa= | Q:(—«,y)dy . Fg= \ QA8 ,y) dy, F,=QB, —r)—Q(—a,—7)

— =

Ga=7+9(—a), Ge=y+9g(f) , Gy=0a+8.
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Saranno soddisfatte le condizioni per l'applicabilita della regola del
§ 2, se sard sempre ¢(—a) > —y , ¢(f) > —y. ed avendosi, in tale
ipotesi :
. F . I . R
lim i P lim = e
a,f,y=0 Go « f,y=0 (;8 e« f,y=0 G- _Qa‘“)-‘\)}

risulta dimostrato, in tale ipotesi, che

lim %‘—’—"’—) = Q.(0.0)
Se poi ¢ g(—e)=—y, 0 ¢(f)=—y., o P(—a)=g(f)=—17.
considerando che
Bho, dois=ail=a)l lim F(a.f,7)
G,a' “[’(—“* y=—u(—a)+0 G(a fiy)’
Fle f.—9®) _ e Fla,p,7)
Gla.p, —o ()| y=—g®+0 Gla.f,7)’

riesce dimostrato in generale quanto si voleva.

2° Caso. — La tangente in P non ¢ parallela all'asse 2. Si pos-
sono allora considerare 1 rettangoloidi 7, relativi al punto’ P. Supposto
che sia + o l'asse che penetra nell'interno di £, si avra:

Selra' = | QB y) dy — { QLU yldy=F(@B ¢

1 s
~8
Iy =Py + 9 — ( Yly)dy=G(B,y.d),
=
e, come per il caso precedente, si stabilird che

Srs
T —#“—’:Q,(O,O).

4. Dimostrato il teorema di Green nell’ ipotesi che (£2) é prive di punti
singolari, lo si stabilisce nel caso generale in cui esso pud presentarne un
numero finito, colla solita operazione che consiste nel togliere ciascuna cu-
spide o punto angoloso di (), mediante una curva a punti ordinari raccor-
dantesi ad (£2) e interna ad un cerchio di raggio ¢ e di centro nel punto
gingolare. Si ha cosi un dominio £, per cui vale il teorema di Green, ed e:

lim 2, =2, hm ‘ ‘ F dax (/l/-| ‘ Fdxdy , lnu Fdy= | Fd//.
o=0 =0. (L)
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