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meni di Fraunhofer, questi termini sono di primo grado. Accadrd il primo
caso quando « e £ sono infinitesimi d'ordine eguale o maggiore di & e 7;
accadrd, invece, il secondo caso quando « e £ sono infinitesimi d'ordine mi-
nore di & e 7, o per valersi di ¢ infinitamente grandi. Queste particolarita,
a rigore, possono verificarsi tanto nel caso in cui il centro luminoso A, &
infinitamente lontano, quanto in quello in cui A, & al finito. Possiamo, perd,
notare che se A, & infinitamente lontano, non si possono produrre fenomeni
di Fresnel, e cid nel senso che, nelle corrispondenti ipotesi, il campo d'os-
servazione non potrebbe essere pit grande del foro diffrangente stesso, ossia
infinitesimo.

Geometria. — Fondamenti della geometria proiettivo-differen-
ziale dei complessi e delle congruenze di rette ('). Nota II del
Corrisp. Guipo FuBINI.

5. Complessi lineari. Usiamo coordinate omogenee tali che la prima
di esse valga 1; sard 2, =X =0 e per (16) b, =4c,; ove A =—E§.
Supponiamo poi di scegliere a parametri u, ,u,,u, le ultime tre coordinate
proiettive p, ¢, 7. Ricordando la definizione delle derivate covarianti, avremo
per (16)

(hlk\) o - e [:a“" P+ em (74 ’l]’)] H (}1215\) = — o Q — (24 49) 5

(/‘3/‘7) = —am R — emn(o + A7) ;

o hk -
L — 432[ ) Yr= ﬂhn[l — P — gy — m/a] ot

QUp Uk
om| 1F 2y — T+ )y — (- 20) e — o+ Ay |
che, con notazioni, cle si spiegano da sole, noi scriveremo

2 2,

(23) b—;ﬁ{ = apx Y - cax 7] insieme all'analoga ﬁ = am B+ cnC .

Dimostriamo che: Condizione necessaria e sufficiente affinché un com-
plesso sta lineare é che la forma y sia nulla. La (16), dimostra che la
eondizione & necessaria. Viceversa se x =0, ciod ¢ =0, la (23) dimostra
che, se Y =0, le derivate seconde di y sono nulle; cioé y & funzione li-
neare di p=1u,,¢=1u,, 7 =1u; .7 =1; e il complesso & lineare. Invece,
se Y==0, le (23) dimostrano che si pud trovare una quantitd p tale che

(*) In questi Rendiconti, vol. XXVII, 2° sem. 1918, pp. 304-311.
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L gogrl
2z s : ; Y
P — ——y— = (. Derivando rispetto u;, e sottraendone il risultato
DUy Uy dUp DUk
: & 2y
ottenuto permutando % con ¢, si trova w, ~— = (; ciod

dup k. & sy, Uy
per (23) e per la Y==0, si trae pw apm— pxan=0. B poiche 4 =0,
sard w, =0, cioe w==cost. Cosicche 2— uy @ funzione lineare delle #;, 1,
cioe delle p, ¢, ,z. K il complesso & ancora lineare,

Uno studio ben facile da farsi in generale sarebbe quello di studiare
¢oi nostri metodi tutte le congruenze contenute in un dato complesso, e tro-
vare le relazioni tra i loro invarianti proiettivi. Noi eci accontenteremo di
provare che: Se (utte le congruenze di un dato complesso sono W, il com-
plesso ¢ lineare. Una congruenza del complesso si ottiene ponendo u, uguale
ad una funzione [f(wuy,u,) delle w,,u,: essa saxd W se il determinante

dz 4’z
delle @, du,.’ dun duy
per ricordare che nel derivare si deve considerare u; come funzione delle
U, , Us. Sard:

(per h,k=1,2) ¢ nullo. Serivo i d anzichd i1 D,

dw REY df :
— =1z, e analoghe in y,2z ece. 0 ==l o)
[/Uk Dl + 3 Wy, ( o} Y ) ( ] )
; ik x AR AR RiZNNR
(24) {22 — bt
dup, duy IR U3 Dy Uy DUy MUz Uy
A e
\ QU Ytz dUp Qs Jup Mk
Posto
R f 2
= Gy e ash —— - asp —— ,
L dan + = QUp Uk + H RI72% + 3% dUp
X df i
= Co3w e Can= Csk %
Yk hk + 33 Yn 3h Y + 3k Yin

sard per (23)

s BN e e s
du,. duk Tl u + L] + QU3 dUR Uk

(e analoga in 2).

Bssendo o =1,p=wus,qg=us, 7= [, il determinante che deve es-
sere nullo, affinché la congruenza sia W, si riduce a

RiA 2 2 | %

o5/t 2/ | 2/ i
)uf RUZRRLS )ug | Uy G 71

a*y dz_l/ de’/ ‘ bgf é 3
du du, dus il = el | s A Y

du; du, dus du? iy ity as Y12 Ys 7
d*z d%z d2z bg/- e E
e d* * iy
dui du, duy du? Wl LTI T 5
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Se il primo fattore del secondo membro & nullo qualunque sia [ (ciod
per ogni congruenza), allora le « sarebbero proporzionali alle y, le a alle ¢,
la @ alla x; e per le relazioni (18) di coniugio sarebbe y = 0; e quindi
il complesso sarebbe lineare. Se invece fosse nullo il secondo fattore, da (23)
By (col  storti) sarebbero proporzionali alle L. 3
u; U Wi VY
e, come sopra, si troverebbe ancora che il complesso & lineare.

Le formole qui svolte possono essere utili allo studio delle congruenze
contenute in un dato complesso.

6. Congruense. Abbiamo due complessi &, &' definiti da (12):

seguirebbe che le

(12)pis & = Dsx 4 @ SX Do (ove si ponga du,=R;) (e analoghe in , ecc.)
F(12)r & = Dex 4 @ SX Dy (ove si ponga du,=R)).

Se le @, ¥, ... non fossero normali, si noterebbe che le &, &' restano

moltiplicate per ¢, quando le @,y ... si moltiplicano per un fattore o.
L’espressione
- Sl
(25) W =Jg (17-'1\‘-"-znl'nv-l'xbl‘es) )

e nulla per tutte e sole le congruenze W, non muta cambiando le varia-

bili coordinate u, (& intrinseca) e resta moltiplicata per l, se moltipli-

chiamo le z,y,... per o, e quindi @ per o%, 4 per o*. ZHscluse le con-
gruenze W (da riguardarsi come anormali), i caleoli si presentano nol modo
piu semplice, se noi scegliamo o /n guisa che W sia l'unitd. Avremo cosi
completamente determinate sia le coordinate normal; di una retta della
congruenza, sia la forma @, che, assunta come elemento lineare, definisce
una metrica completamente individuala dalla congruenza, e che si con-
serva per trasformazioni proietlive. Evidentemente il determinante

1 O R () () 0 0

0 1 () () 0 0

: T eI 0 1 e e 0
—/:(J:,Il.l‘g,xafwg)= — 2 Al A =

V4 AR EOLRRO R (=L LA =2

2 2

QRS0 O SR EO R R IR

RO 0 2L IORTNRISUR.2

d' r ’ r r r
=17;— W(Rl Rz— Rz Rl) (All Rz Rz‘_‘ Al![Ru Rz+ Re Rl]+Agz Rg R;) =iW

(*) Chiamo W questa espressione appunto perché essa & nulla per le congruenze W
(congruenze di rette, le cui coordinate soddisfano a una stessa equazione lineare omo-
genea del 2° ordine).




Lo ORI
in virtu delle (14). Ciod

1 . : 2
(26) I:ﬁ(x,xl,xg,X.E,E’):I Sl g

Il primo membro si riconosce subito (per la regola che insegna a for-
mare il quadrato di un determinante) uguale, in virta delle (1), (2), (4),
(10), (18), a un determinante, che facilmente si calcola essere —(Sk2 S’ —
— [S&&']%). Quindi:

(26)sis 8§t 88"t — (85&')r = 1.
Porremo :
(27) E=§85&' — &S ; F =15"SEE —ESE™ e analoghe in 7, ecc.

§ 855" — & 8E2
1/SE2 85" — (8k&')?
Le & , &' cosi definite resterebbero come le &, &’ moltiplicate per ¢, quando
si moltiplichino per ¢ le x,.ecc.). Sard per (26) e (27)

(28) SE* =8k ; SE'*—8t"* ; §FF' —_ BEE’ ; SEE=—=SE'E —0.

(Se le =,y non fossero normali, porremmo &—

)

I complessi &, &' sono quet complessi del fascio determinato dai com-
plessi & &', che sono in involuzione con & e &'; cosicche i compless
E,E'E,E appartengono @ uno slesso fascio in involusione coi com-
plessi @, @1, %2, X. In questo fascio esistono i complessi & +iE che sono
evidentemente speciali. Cioé, essendo per (28) S(¢¥ = zf)’:(), le due rette
aventi per coordinate & == i & sono le direttrici della congruensa comune
al fascio dei complessi k&, & &' e quindi sono le due rette comuni ai
complessi &, %, 2, X. Esse sono le rette (*) tangenti contugate della
alle due 'falde focali (rette focali principali) e le refte x - B(¥ =i &)
descrivono al variare di £ i due fasci di reite focali (tangenti alle falde
focali). 7 due fasci coniugali, cioe i fasci di rette che hanno per centro
il centro di un fascio focale e per piano il piano dell'altro fascio sono
¢ cosiddetti fasci centrali. I complessi ¥ e &' sono i complessi che chia-
meremo salelliti o di accompagnamenio,®che contengono ¢ fasci centrali
corrispondenti & un punto di una falda focale e ai punti infinitamente
vicini. La involuzione determinata nei fasci focali dalle intersezioni coi
due complessi Zaxy Ridu; e 2y Ry duj ¢ la involusione delle tangents
coniugate alle falde focali. (I fasci focali costituiscono 'intersezione des

(*) Per questi teoremi cfr. Wiilsch, Wiener Sitzungsberichte, 1891, IIA, Tomo 100.
I complessi E,E sono i Begleitcomplewe del Wilsch.
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complessi & y & , ). Di questo fatto ci potremmo servire per scrivere le
equazioni differenziali delle assintotiche alle falde focali (pitt complicato,
ma non difficile, & il problema di serivere tutte le altre forme relative alle
falde focali).

Oltre a W noi abbiamo trovato in I&, 3§", SEE (legati dalla 26,)
altri invarianti di una comgruenza. Per trovare il sistema completo di tali
invarianti, e le loro mutue relazioni, dobbiamo perd ora seguire una via
piu analitica.

Potremmo cercare delle formole @py — ps X = bys & + s & F grs
come per il caso dei complessi, e cercar poi di dedurne le derivate delle
X . &, &' Per questa via troveremmo, oltre alla ¢, le forme = by du, dus,
S ¢y, duty dits o = grs duy dus per definire una congruenza. Noi preferiamo se-
guire altra via, e otterremo, oltre alle @. una sola forma @ di quarto
grado. B, volendo, non sarebbe difficile sostituire a @ delle forme di secondo
grado. Infatti ogni forma di quarto grado, col procedimento gid da me stu-
diato altrove di divisione covariante, si pud serivere in uno e in un solo
modo nella forma @ =T1g¢* 4w+ xx, ove ¥,y ,x sono forme di se-
condo grado coniugate alla ¢, e le x, % sono coniugate tra loro. (Se p. es.
@ = 2a,s du, dus cioe se le %, ,u, sono le sviluppabili della congruenza,
la v sarebbe del tipo by, dut - bgs dud e le y,x del tipo e), duf == cs. dus).
Cosicche, invece di dare la @, si potrebbero dave 1'invariante I, e le due
forme v, z. (L'invariante I resta determinato dalla W2 =1, quande sieno
date le forme ¢, ¥, x).

7. La forma ® di quarto grado. Ricordando la (8) porremo:

(Qg, == /g”p,] du, ’/Up dug «/11,1 = Sdz Dyz = — S( Dgl‘)? 5
Per le regole di derivazione coi differenziali controvarianti é
(30)  Sdv d*w = Zay, du, *us + @ ;5 S(d*x)* = 2 ay, I*uy I, — @

La somma delle (30) da %d®¢ = Xa,, du, 9°us + = ay, 9*u, 9%, , che &
un' identitd gid da me trovata al loc. cit. Ognuna delle (30) da una nuova
definizione di @. Tutte queste definizioni dimostrano che @ e, come ¢, una
forma tntrinseca; cosicche essa ¢ completamente determinata sele x,Y ...
sono coordinate normali; se le coordinate non fossero mormali, allora, mol-
tiplicando #,y,.. per @ essa si muterebbe in

(9 )ois D=0 @+ ¢* 4,0 + 2¢(e Dy 0 — 24g?) .

Indicati con (rs,hk) i simboli di Riemann a quattro indici per ¢,
una nota formola del Ricci di calcolo assoluto da 1'identita

(31) :rn‘—x,‘,=—i(sl~i'[7) Af"lg"q'
e
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Sh Sgmas
Se ne deduce, posto (cfr. le 21)
(32) Prspg == — Sty Tpg = Sy wpqs

che: Le hpepg SONO Simmelriche nei quattro indici, eccettuato hyysy = hayy,
e Ry = haniz = haroy == ho1yo per cui vale la

(33) hisre — Py = (21,21),

Confrontando con (29), e ricordando che le % sono simmelriche nei
quattro indici, si deduce:
(34) kigj=huy (2, =1, 2) 51y — W1ns TF L:(Ql ,21);
hiiee = Kyioe — 3 (21,21).

Date le forme @, @, tutle le h ne risultano determinate.

Dalla (25) si deduce subito il valore di W? (che noi abbiamo poste
uguale ad 1)
0 ay (3¢ A2
1| an hi hinie hirse
43| e haory hisie higes

QAas hser figers fizose

Io dico che anche
0 A“ A12 A??

35) W2 — @ Hin Hie Hie.
( 4L o (£3¢3 Hi.n Hiee Hisos
(2273 Hyonn Hysie Hioos

ove
(36) Hrspv, = ; Ay ij hiqu .

Infatti, moltiplicando il secondo membro di (35)ss per

1 0 0 0
4 0 ah 2, a2 Uits
A — p
0 @y Qe anae-z"“ai‘z Qyo Qg2
0 o35 2035 1o a3

si trova il determinante del secondo membro di (35).
Cosi si trovano anche 1 precedenti invarianti [legati da (26)y; se W*=1]

(37) S8 =— 3l R R By R, , SE&' = — 3 hpy R, R R, Ry,

e analoga per S&'2.
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Siccome W == 0 per una congruenza non W, le @, s, &y 6cCC. formano
sei sistemi linearmente indipendenti. Noi potremo scrivere sei quantiti qual-
siasi, p. es. le @y, Yrst, 0CC. come combinazioni lineari di tali sistemi. E
noi seriveremo
(88) Tt = brat @ - O lrat Asii = D bratpg Api Agi i
[¥i ngt)
(e analoghe in y,...).

Moltiplicando (38) per 2, e sommando con le analoghe si trova Ay, =
= S, zys. Percid le h, che figurano in (38), coincidono con le 4, da noi
gid definite precedentemente, e calcolate con le (84). Si noti che da (38)
segue essere le fpy simmetriche nei tre indici, le lyp, Simmetriche  sia

nelle 7,s,¢, che nelle p,g.

Moltiplicando (38) per — e sommando con le analoghe, si trova:
(39) 0= _‘_ by stog Byg
P2
Moltiplicando (38) per — z,, ¢ sommando con le analoghe, si trova:
(89)pis — Spg Zret = brst Gpg +1; Urstma Ant Aoy hipg -

I primi membri delle (39)ys sono completamente determinati dalle
¢, ®. Infatti derivandojcovariantemente le (33) si deducono tutte le
S&ys Zpgt ~— Spg Tree; © [poiche per (31) Sap, @,q & simmetrico sia negli
indici 7, ¢, che negli indici »,s,¢], anche le Szy, 2y sono lulte date in
funzione delle derivate covarianti delle &, e percid, per (34), sono note,
quando sono date le ¢, @. Date le ¢, @, le (39) e (39)ys costituiscono
un sistema di 4 equazioni lineari nelle quattro incogmite &ye . lrstr1 ) lrstas s
lyees, in cui il determinante dei coefficienti delle incognite & per (35)ps
ugnale a W2=1. Le &,/ si determinano anch’'esse nel modo piu semplice
quando sono date le forme ¢, ®. Date queste forme, é noto il sistema (38)
di equasioni, che permette di risalire alla congruensa. Le condizions di
integrabilita di tali equazioni sono nel nostro caso ['analogo delle equa-
zioni di Gauss-Codazst.

OssERvAzIONE. — Le precedenti ricerche si applicano alle congruenze
W in quelle loro parti, che non presuppongono W == 0. Siano costruite per
una tale congruenza le forme ¢, @, che non potremo normare coi metodi
precedenti. Se

(40) Az, + 2Bz, + Cey + ez, + 2o+ y2 =0

(e analoghe in 7, ...)

é l'equazione (scritta con derivate covarianti) cui soddisfano le coordinate
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| di retta, allora moltiplicando (40) per z o per z,, e sommando con le ana-
loghe si trova

(41) Aa11+2Ba1g+Cdn=0

8 dp @+ arff =0; donde, essendo 40, o« =g — 0; cosicche (40) &
del tipo:

(40)pis Ay 2Bz, + Cogo + yz2 = ().

Altre relazioni sono le Ahyii;— 2Bhygij - Chayij =0 che si trovano,
moltiplicando per x;; e sommando con le analoghe. Si possono adottare a
vigate u, , us o le sviluppabili della congruenza, o le caratteristiche di (40)pis -
In quest'ultimo casofA = C = 0; percid @, =0, hy;j=0; ¢ =a,, du} }
= aos duz; @ = Ky, dut —+ Kopeo dus —2(21,2F) dui dui. Percid @ & del

‘ e TE SR o1 21,21
' tipo xx +3 L) {2581)

® (ofr. S 6 At I e :
i ¢* (cfr. §6. B I= Bty curvatura di ¢).
Dare @ equivale a dare la sola forma quadratica coniugata alla ¢; la
forma v del § 6 & nulla. La (40)s;, in derivate ordinarie & poi:

&

2z 210g Vay, 21og V/ase

Uy Wy s U,y RYA ﬂ; tra=0.

Pare che per umo studio completo delle congruenze W (anormals)
si debba esaminare anche la forma Sd&*, ove le & siano definite dalle
Skx =S &, =S¥z, = 0, ciod siano le coordinate del complesso osculatore.

Astronomia. — Una pseudo-determinazione della costante
d’aberrazione. Nota I del Corrisp. V. CERULLL

Insegna 1'astronomia elementare che per dedurre da una serie di mi-
sure di latitudine di un dato luogo, prese tutte con la medesima stella, la
costante / dell'aberrazione, o piuttosto la correzione 4/ che ad un valore
Fapprossimato di detta costante si compete, bisogna risolvere un sistema di
equazioni a 4 incognite, aventi per ciascuna misura la forma:

(1) (dpo— 49) — tu— beos(® +B).w— b Sin(®—+4-B). 4f =9 — (g, 4g¢)

dove indicano (1):

@ e ¢, risp. la latitudine misurata e la latitudine media:
Ao la variazione di latitudine dovuta alla polodia;

(*) Se le osservazioni abbracciano un periodo di tempo considerevole p. es. pin di
un decennio, la (1) va completata del termine di nutazione.




