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Matematica. — Sulle superficie spirali. Nota I del Socio Liuter
Brancur (V).

1. B noto che le superficie spirali di S. Lie godono, secondo Maurice
Lévy. insieme alle loro deformate per flessione di proprieta assimilabili a
quelle delle deformate delle superficie di rotazione (?). Nella presente Nota
si introducono le superficie spirali, e le loro deformate, dalla risoluzione
del seguente problema della teoria delle deformazionl infinitesime per le

superficie tlessibili ed inestendibili:

Trovare le superficu S (non svilupna ) che ) n nzione ca-
ratleristica ¢ per le deformaziont infinites , fiss ) ] sstont della
superficie.

Si vedra che, oltre la classe ben nota delle deformate delle superficie
di rotazione (per le quali le deformazioni infinitesime in discorso sono quelle
che le fanno strisciare in se stesse), esiste un'altra sola soluzione del pro-

blema. data appunto dalle superficie applicabili sulle spirali.
I I

(1) Pervenuta allAccademia il 18 ottobre 1919,
(*) Cfr. Darboux, Legors sur (a théorie gen le des surfaces, 1re Partie (28me édi-

tion, 1914, § 90 ss.)

Renprcontr. 1919, Vol. N VIIL, 2° sem. 21
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Si sa che per ogni speciale configurazione di una superficie S, definita

dalle sue due forme quadratiche fondamentali
( Bdu® + 2F dudy + G dv?
| Ddu® + 2D’ du dv - D" dv®,
le funzioni @ caratteristiche delle deformazioni infinitesime sono le soluzioni
dell'equazione di Weingarten ()

Q D

1 s a2 LN A e

(4)  /BG—I* | 5( e ;l:(»,_—” M)H
K {/EG — F* X /EG—F*/ |

ED” 4+ GD—2FD’
EG — F*

lla saperficie.
ato conviene porre questa equa-
derivate di D, D", D”. Ponendo

dove K indica la curvatura (non nulla) ¢
Per la risoluzione del problema enunci

zione sotto un’altra forma facendo sparire le

D ) 1
o S NP L g
1EU F2 | BG — F* /BEG — I*
seriviamo la (A) nel modo seguente:
c2(13 o 139 i
O e A —
w il K du K w [
R 1 d 1
(139 4 L2401 (Ba"+ G4 —EFL') 9=0;

S vlh)u @ K du

eseguendo parzialmente le inteorazioni coll’aver riguardo alle formole di

Codazzi

AR, (22) (12) 11
iy B e 7 AL & i 4 ) {
\Du, ) /z\/ “/2\" - 2/1
U4’ 4" (22) (12) 11
S e Y i) Ty
/3,) U (1} (l\Jrll\/I’

si trova la nuova forma richiesta

e e L
( QU U \

Al 1/2logK 29 |, 2log K 2¢
— ] KFgp — = —— LA ST LA
{q’12+ g ‘_),( AV U =5 QU ‘)/:)’_*—

» .ll J
+4) 90+ Ry b2 g
wooow !

§ 224 ss.

(\) Vedi le mie Leziont di geometria differenziale, vol. 11,
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dove @1, 95, @, sono le derivate seconde covarianti di ¢ rispetto alla
prima forma fondamentale (*). .

2. Supponiamo ora che esista per la superficie S una funzione caratte-
ristica fisse per tutte le configurazioni che la S assume per flessione. In tal
caso la relazione (A*), lineare omogenea in 4 , 4’ , 4” dovra necessariamente
ridursi ad una identita, annullandosi i coefficienti di 4, 4", 4" (?).

La questione proposta & cosi ridotta alla ricerca di quelle forme del ds®

per le quali esistono soluzioni comuni alle tre seguenti equazioni del se-
condo ordine:

2102 K g 1
Taries M ,M—L\Eqa
(1) Al blogKDgp_Ltlo'rK)_q: $v
@12—2 W Y/ \.U) Klte
2log K 2 .
o Rl daig

Queste possono anche compendiarsi nella formola
(/2% du?® + 29)1.2 du dv —j— Pss dvt —
— d log K dg — K (Edu® + 2F du dv 1 G dv?),
che ne pone meglio in evidenza la natura invariantiva
Siccome ¢ non pud ridursi ad una costante [altrimenti dalle (1) si
avrebbe K = 0 contro 1'ipotesi], possiamo semplificare la ricerca assumendo
a linee coordinate u — cost. le linee ¢ = cost., e le loro trajettorie ortogo-
nali come v = cost. Cosl avremo
F=0 . ¢=—¢(x) (funzione di );

e le (1), sostituendo ai simboli di Christoffel i loro valori effettivi, diven-
tano ordinatamente

OO e e

S =— i KEp =0
? T 38 w e e
(2) 1/13E | 13K\ .,
-z(E w T K w)“
1 26 ,
— KGe =0
5E u + KGo

(*) I valori effettivi sono

_ e () e {1129
Puu=ur T 1150u  12) e
Q' (12 0@ ﬂ_@l‘l(bﬂ
Pu=3ude (1'3u (2)2v
_ Ve 22) 0@ _\LZQ._\E
Pue=7Tpn ~ {1§2u  [2)2¢

(*) Cir. Lesions, vol. II, § 254
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significato di derivazione. La media di queste,

non essendo nulla ¢, equivale alla

2 (KB)=0,
e da
3) KE = f(«) (funzione di #);
indi dalla terza risulta
2 log ]'E Lo I
® els 22,

ciod /G & il prodotto di due funzioni: 1'una di , l'altra di v; e la se-
conda di queste, disponendo del parametro v, pud farsi costante, onde avremo

1/’5 = U (funzione di ),

()
e sard, per la (4),

‘ ‘U
(6) Q= [IT Q.

QU / —f? D_Z/_
diventa
: ’ 2 log | i s :
() gl 90~f-7<p'=/9)=”
log /B . . . . AT
dalla quale segue che anche 208 18 o pinzione di # soltanto; indi, di-
VU

sponendo del parametro z, pofremo rendere
IE-———\ (funzione di ).
Ma dalla (7), osservando che dalla (6) derivando segue

P i I DY
( Urz f+ Uu o UI ) 9,

deduciamo
OO+ fU)=0;

e giccome il primo fattore /U non pud annullarsi, avremo

u”
/—'—Fa
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onde la (6) e la (3) daranno
-
(8) =
95 U
u”
g* == i s
(8%) K——

D’altra parte il nostro Js* ha la forma
ds? = V2 du® + U dv?,
e la sua eurvatura K & data da

L0 A

K= Uz Ve

sicche, paragonando colla (8*), risulta V' =0 e quindi
g q

V=awv-+5b,
con a,b costanti.
Viceversa, se il ds® ha la forma

(9) ds® = (av -+ b)* du® + U*dv?,

i calcoli eseguiti dimostrano che basta prendere ¢ in guisa da soddisfare
la (8), cioe

¢ —cU" (c costante),

e questa ¢ soddisfa al sistema (1), indi all'equazione caratteristica (A) di
Weingarten in tutte le configurazioni di una superficie S d'elemento li-
neare (9).

Ora due casi sono da distinguersi, secondo che nella (9) la costante a
8 nulla, oppure diversa da zero. Nel primo caso si pud fare bh=1 esiha
il ds® tipico delle superficie di rotazione; nel secondo @ lecito fare a=1,
b—0 e si ha l'altra forma tipica del ds*:

ds® = v* du® + U* dv®,
che appartiene (Darboux, loc. cit.) a tutte e sole le superficie spirall. Con

cludiamo quindi:

Esistono due sole elasst di \u(,u,‘/imr »:/‘/vhm/"‘u// con funzione caralteristica @

fissa in tutte le e /mm,,:mn della superficie, e sono:
1° le deformale delle supe rficie di rotazione con
() ds? = du® -+ U dv®;

20 le deformate delle supc rficie spurali con

(IT) ds® = v du® -+ U do?,

B e —
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4 ed ambedue le volle @="T" ¢ funzione caralleristica fissa i tutte le defor-
MAZIONA.
3. Lasciando da parte il primo caso ben noto (1), proseguiamo nel se-
condo caso (II) lo studio delle corrispondenti deformazioni infinitesime. In
0l generale si sa che ad ogni soluzione ¢ dell'equazione (A) di Weingarten
i corrisponde (a meno di una traslazione) una deformazione infinitesima di S,
" 1 le cui componenti
L &7 , €7 , €5 (& costante infinitesima)
% si calcolano per quadrature dalle formole
1 ‘ (DLX——D’—X\@{—(D’ 32)_)‘\_90\)3;
! AT R ) P w)/
’ W K J/BG — F°
' | > )X : 5
_ (Df_X'__DIV;\)w | (D"Di__L)/ @)X
L AV QU U W
U K1/ EG — F*
ed analoghe per 7,3, alle quali possiamo dare la forma equivalente
! | : R ;0
‘l % e et D 2% p 2P
! Az U R QU pL
| — = ——————( —
: ou /EG — F* K{/EG — F*
(10
| 5 G272 D't
2 A/ Q0 7 v
—— gt X
L L //EG — F? K {/EG — F?
" Interpretando Z, 7, come coordinate di un punto nello spazio, questo
i -_ =%
i ! punto P=(Z,7,5) descrive la superficie S corrispondente per ortogonalith
} di elementi alla S ed individuata dalla funzione caratteristica ¢.
{ |} Se applichiamo le formole (10) al nostro caso (II), ponendovi ¢ = 0]/
F ’ troviamo
| 27 Uy 2z 0z Ul 2z
By il =—— — DX , —=———DX.
Gl R U w 4 L v W g
g Ma dalle formole fondamentali
i
o V' (12) 2z, (12)
— —_— — l 1
l Smav Il))/4+/2\A17)+)X
i /" 2 7 0¢
J k iz 22) 2z 22) 2 =
F [Tz 20, PRy
b W (152 " (2§

| ——

|
|
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si ha
Az 1z Uz
== — SRS
\ DUV v W i i 7
L U0 :
= — DEXE
W2 v? e

onde le (11) si scrivono

AT L DT P Dz
S e i ’ Vg
U U oYU U Y 20

Sotto questa forma la loro integrazione & immediata; e disponendo
delle costanti additive in Z,7,z, possiamo prendere

— 0L — ‘ Y e gl __bi”
(12) G et el F=d =t

Il punto P = (Z,7,3) risulta situato nel piano tangente in P alla su-

. . > 1 . <
perficie S; e poiché la curvatura geodetica = delle linee v = cost. & data,

in grandezza e segno, da
2/E 1
RO D

1
[

|~

E

(«p]

si vede che P coincide col centro di curvatura geodetica delle linee v = cost.
Abbiamo dunque il risultato:

Se per una superficie S d’elemento lineare (1)

+ U* dv®

Peurvatura geodetica delle linee

st considera la superficie S luogo dei centri di
v == cost., questa S corrisponde per oz‘fogwlzr.lYz‘iz?f’u"eh‘mfiziz' alla S, e la fun-
zione ¢ cara'teristica della iva deformazione infinitesima & data da o =T"

B manifesto che in questo caso, deformando comunque la superficie 8
che trasporti eco rigidamente i segmenti tangenti PP, la superficie S luogo
degli estremi P corrisponde sempre per ortogonalitd d'elementi alla S.‘ ;

4. La proprietd ora segnalata per le deformate delle superficie spl.rah
d tanto pid notevole che essa @ esclusiva per queste superficie, come viene
espresso dalla proposizione seguente:

Se due superficie S,S si corrispondono per ortogonalita. @’elementt, ed
ogni punto P di S giace nel piano angente nel punto corrispondente P alla 8,
S ¢ 1l luogo det centrs

quesla S @ applicabile sopra una superficie spirale e la
& curvatura geodetica delle trajettorie ortogonali delle Tinee inviluppate sulla S

dav segme PP.
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Per la dimostrazione prendasi a sistema coordinato sopra S un sistema
ortogonale («,») nel quale le linee % = cost. siano quelle inviluppate sulla S

dai detti segmenti PP. Colle consuete notazioni (*), posto T=PP, po-

tremo serivere

z=x4+TX, , 7=y +TY. , s=35+ 1%,

e di qui, derivando, abbiamo

W o~ , T w;E) Rl D'
Dlt—<1/E-—|—16 MW l+)z/\ =T

(13) L
RE D RRG AT = AD
ﬁ_uy’ﬁ s X"+(Dv+1G)X9+11GXS

L’ ipotesi che S,S si corrispondano per ortogonalitd di elementi. si
traduce nelle tre condizioni

LT o e S
SX, == 0, SX, = , VE SX, —I—I G Xg ;
che, calcolate colle (13), diventano
1/ E R - — T MG
y 1 ‘ Sget G
(14) 1E+ = ')v ]GrM T)u 0

Tntanto, non figurando in queste formole D, D’,D”, si vede che la
proprietd, supposta in una configurazione di S, si mantiene per tutte.
Ora la prima delle (14) da

P e oy e

T VEG @ e’
dunque: P ¢ il centro di curvatura qgeodetica delle linee v = cost. Dalla terza
segue

T=V{@&,
con V funzione di »; e successivamente, dalla seconda,

Dlogy,/(;__Y'_"l"l '
o e N

(15)

Dunque 1/G ¢ il prodotto di una funzione di # per una funzione di v,
e la seconda di queste pnod farsi eguale a una costante; cosi abbiamo

/G=T1.

(*) Cfr. particolarmente Leziont, vol. II, pag. 91.
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Allora, dalla (15),
V=—1,
e, integrando, possiamo prendere V= — v, indi
T=—2)G=—"0Up,

e, in fine, dalla prima delle (14) abbiamo

Cosi //E = vy (u); e, cangiando il parametro », possiamo fare { E=v,
ritornando alla forma caratteristica (II) del ds* per le superficie spirali.

La nostra proposizione é stabilita e possiamo anche enunciare i risul-
tati sotto la forma:

Condizione necessario e sufficiente Hfﬁm'][f wuna ;/r‘/m'ﬁw/f} S sia applica-
bile sopra una superficie spirale, ¢ che esista una ,;'//j}{/'ﬁm'ﬁ_s corrispondente
alla S per nr/ago,m][fr? d’elementi coi _/um// situati mei rispeftivi piany tan-

genti dv S.

Matematica. — Sur les ensembles effectivement énumerables
et sur les définitions effectives. Nota del Socio EMILE BoreL ().

Divers géometres, notamment M. Buwali Forti, ont mis en évidence les
contradictions auxquelles conduisent certaines définitions de la théorie des
ensembles. Pour échapper a ces contradictions, j'ai proposé d introduire la
notion. d'ensemble efectzvement snumérable. La lecture dun intéressant
Mémoire de M. Sierpinski (*) me conduit a revenir sur cette définition et
a préeiser quelques points sur lesquels ma pensée n'avait pas été exprimeée
d'une manidre suffisamment claire.

Un ensemble dénombrable, d'aprés Cantor, est un ensemble tel qu'une
correspondance biunivoque peut exister entre ses éléments et les entiers po-
gitifs. Cette définition a gté longtemps admise comme claire et 1'on a
raisonné sur les ensembles dénombrables comme si, pour chacun d’ eux, on
possédait effectivement une correspondance biunivoque avec les entiers po-
sitifs. Mais on s'est apergu que
des paradoxes, eb de nombreuses

'on arrivait ainsi a des contradictions. &
discussions ont eu lien au sujet de ces
paradoxes. J'ai montré que ces paradoxes disparaissent si l'on renonce ala
(") Pervenuta all’Accademia il 20 ottobre 1919.

(*) L'awiome de M. Zermelo et son rdle

par W. Sierpinski (Bulletin de I'Académie des sciences de Cracovie, avril-mai 1918).

Rexpiconti. 1919. Vol XXVIII, 2° Sem. 22

dans la théorie des ensembles et l'analyse,




