AT
DETLT
REALE ACCADEMIA DEI TINCEI
ATNN@OE O @ EEV
1919
' SHEIEYIR THL S NG, o) il Ny 51 A
i RENDICONTI
I

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

ROMA

I'POGRAFIA DELLA R ACCADEMIA DEI LIN®

PROPRIETA DEL DOTT. P10 BEFAN

e ettt — - e e




zioni di specte superiore

presentata dal Soeio .

perficie che lasciano invariati
tuve delle sue curve (deformas
petficie & individuata, rispetto a

_ ]ii/,‘/z,/‘/([/h" e covarit

Matematica.
delle superficte.

Noft

UASTELNUOVO.

1. In una Nota (}) di carattere
oli elementl linear
ziont i specie V),
al gruppo dr tall
scenza delle » forme differenziali binarie

Pl

O\
N (<7220 Y 7
Sl [,0,n—s,s]a

172l el

&

preventivo sulle

no

[\)
= 271 AN
+ N e (pi u [
et Q L
)
ove
. 3
0 /r_‘ p—— \‘ S ——
es;@ﬂ*lv) Tl s % (z = 1 coord
guperficie di S, che si ¥ deforma
imetri 4 , SI

siano riferiti

zione di Spec

| corrispondenti,

hanno ¢li stessi valori in punt

|

(

feformaz

le

y
al

nostrato

leformazioni,

)
y e
L

0

rma-

BOMPIANI,

joni delle su

prime y — 1 curva-
che una su
dalla cono
1 Py
w | au e —r
\
= V)
nel o0 aella
101¢ ¢cul punti
idono 110 und aelormnla
y 3 T
P, . F Ry,
11 nna 1pel
ma 7
) A /
yme co
¢i di un
ntiva poiche un
a Ccom yJletamente 1d
1 Ly er ! 1 (
9l |
n L ]
nbholo | A n| 1) ma
1bo lice pramcipal
/ 1 wtiche cCt

Le forme precedentl sono le Pplu
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Ma esse mon sono afte a costrulre una Leoria
cambiamento di vaviabili (x, ,us) in (#,%,) De m

(W Basi analitiche per unt teoria o leformazio
superiore (questi Rendiconti, vol. XX V, 1916,
altre mie Note: Problemi nuovi di geomelria melrico-oa
1915,); Affinita e superficie applicabily (vol XXVI, 1917,)
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struttura (introducendo derivate di u, , %, rispetto ad u;, u; fino all’ordine »
incluso).

Il problema della ricerca degli invarianti e dei covarianti assoluti di
una superficie rispetto alle deformazioni !di {specie », cui sono destinate
questa Nota ed una successiva ('), si spezza nei seguenti:

1°. Costruzione di espressioni invarianti in una deformazione di

specie v, quando st lasci tmmutato il sislemo di linee w, . us.

9¢. Formazione, per mezzo delle precedenti, di espressioni covarianti
o invarianti (relativi) vispetto alle trasformazioni di linee coordinate.
3°. Costruzione degli invarianti e covarianti assolufi.

Il primo problema & di carattere differenziale; gli altri due sono di
carattere algebrico; per il primo bastano le forme F,,, per gli altri ci
serviremo di un nuovo sistema di forme simboliche L, (v = ») i cui coeffi-
cienti hanno la proprietd di trasformarsi per un cambiamento di variabili
come i coefficienti di una forma algebrica (e i loro guadrati banno un no-
tevole significato geometrico).

Il risultato fondamentale di questa ricerca e l'estensione del « theorema
egregium » di Gauss sull invarianza della curvatura di una superficie nelle
applicabilita; proveremo znfatte | esistenza (dandone I'effettiva costrusione)
di wn sistema dinvariant; e di covarianti per deformasioni di specie

serve ad individuare le deformazioni di specie v.
9. Partiamo da alecune osservazioni elementari relative al problema 1°.
In una deformazione di specie » sono invarianti tutti 1 simboli principali
d’ordine =< » ed ogni invariante & funzione di essi.
Perd la differensa

per h ed m = 1, ovvero

hok,l.,m)— [h l,A—1.l—1,m 1
J L

per % ed / = 1, pur essendo costruita con due simboli prineipali di or-
dino », visulta (*) esprimibile per soli simboli principali d'ordine =» —1,
quindi ¢ frvariante per deformasioni di specie v — 1.

Altrettanto accade, com'e evidente. per la differenza

llv-h.h llvﬂ“' == l‘V*h—l.’I*l Lv—l+l.[—l

(*) Anche queste Note hunno earattere preventivo

)
(*) Bast analitiche ccc, pag. 632.
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mente indipendenti di ordine =» —1, e quella a numeratore contiene in
o : : Y &

pii, nella prima linea, le derivate m

e i covarianti di una deformazione (per

8. Per costruire gli invarianti
forme simboliche, di cui

cambiamenti di variabili) conviene partire dalle
qui serivo solo quella d’ordine »:

v R
‘ ( ) Ly_np dy™" dus
R\ h ;

£V
LV=
o
La legittimitd di adoperare le L, come forme simboliche risiede in
¢id che per un cambiamento di variabili i coefficienti simbolict Ly_pp st
mulano proprio come t coefficienti di una
4. Si ha una riprova intuitiva di questo comportamento nel significato

forma binaria d f’//’(l[lu V.

arado 2v).

geometrico di Lj (forma effettiva o
— 1)-osculatore alla $ll!lt,’l‘|‘l(',vltA

Chiamiamo, come é d'uso, spazio (1
in 2, o brevemente S(» — 1)-osculatore, quello determinato dal
dai suoi punti derivati (che cioé hanno per coordinate le derivate di z;)
fino all’ordine » — 1. Allora:

Il quadrato dello distanza di un punto della superficie, preso nel-
lallo S(v — 1) osculatore in z, vale

punto x e

Vintorno &' ordine v di un punto
appunto L.

E pOi evidente che alle /‘u/'/‘ﬂ/‘ F s: POSSON0 sostituire le /‘m'm/,‘ Li,
L2, .., L%, cioe queste individuano ancora la superficie rispetto alle de-
formuozioni di specie v; e dall'osservazione precedente segue:

In una deformazione di specie v la varieta degli S(» 1)-0sculatori

riceve una deformazione di prima specie (ordiraria applicabilila); e pit
in generale la varietd degli S(v— h)-osculatori riceve vna deformasione
di specie h.

N : . ‘ :

B questa la ragione dei legami che passano fra le deformazioni per
applicabilitd di una varietd e le deformazioni di specie superiore delle su-
perficie (*).

Forma geometrica delle condiziont
Les hy-

(*) Vedansi a questo proposito le mie Note:
per la deformabilitd delle ipersuperficie (questi Rendic., vol. XXIII, 1914,) e
persurfaces déformables dans un espace éuclidien réel a4 n (
Rendus de 1’Acad. des sciences, t. 164, 1917,).

>3) dimensions (Comptes
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5. Poiché le forme simboliche L, possono considerarsi, nei riguardi
delle trasformazioni di variabili sulla superficie, come forme algebriche nei
differenziali du, , du., possiamo, con le regole note per queste. costruire
gli dnvarianti ¢ ¢ covarianti in une deformazione di specie v.

Basta eseguire le spinte sulle forme Ly (w=1,...,») e sui covarianti
che cosl se ne deducono, fino a trovare un sistema completo d’ invarianti.
Bisogna perd tener presente che, operando su Ly di indici differenti, st
otltengono covarianti o invarianti simbolici, poiché vi figurano prodotti di
matrici fra loro diverse: si ofterranmno invarianii o covariant: effettivi
moltiplicando due di quelli simbolici contenenti malrici delle stesse di-
mensioni (in particolare facendone il quadrato).

6. I1 teorema fondamentale corrispondente a quello di Gauss & il se-
guente :

Gl invarianti e 1 covarianti effettivi che si ottengono a partire dalle
sola forma Ly (che, con le precedenti, serve o coratterizzare le deforma-
&loni di specie v) restano tali nelle deformazioni di specie v — 1.

Basterd provarlo per le spinte eseguite direttamente su L,; perché gli
altri covarianti o invarianti si formano eon esse e con le spinte eseguite
sul sistema di L, e delle spinte gid trovate. Ma poiché le spinte prima
considerate visultano gid forme effettive e non simboliche, non si potrd ope-
rave su di esse e sulla L, senza ottenere invarianti o covarianti simbolici;
mentre il teorema vale per i covarianti effettivi (non ottenuti come prodotti
di quelli simbolici). & poi naturalmente da escludere la spinta nulla ese-
guita su Ly, cioe L3, che dia appunto la v-esima forma fondamentale.

La 7-esima spinta eseguita su L, & definita dall'operazione

— )72 & 7 i s L
(r)’.(Lv 3 Lv) = I:“ }o j > =1k ) L e " - "—p
(»!]? —° o/ ddui P Vdu® dduf dduy P

(per avere un risultato non nullo, dev'essere » pari e < »): quindi

it =503 (77 S 10(0) %

0 0!
X [1v—k~.:,ka-l: I‘v—h—r+_::,h+r—: \/115“—"‘_‘)“.’{) (A‘J”‘."H-k C
Dimostriamo che i coefficienti di questa forma (che pure contengono
derivate d'ordine ») sono invarianti (fissate le linee coordinate sulla super-
ficie) per deformazioni di specie » —1 (invece che ).

II coefliciente di dui“"=' duf in questa forma, per t<»—7, &

2, (l/—/) (;:;) \(—P e W(;) Lv—tp s hap Ivorotakop reion

0

(mentre, se fosse ¢ = » — 7, basterebbe scambiare u, con u,; quindi scam-

|
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biare 1'ordine degli indici in ogni Ly_py). Servendoci dell'identitd numerica

el )

(4

osservando che per ¢ = » manca il primo coefliciente binomiale a destra
dell'uguaglianza e cosi il secondo per ¢ =0, e cambiando 1'indice .nella
seconda sommatoria che si presenta, quel coefficiente si scrive

©

Lv—l;—;—-l ) k+p+1 lJV—J'—:-‘-";-&-;»l y r+t=k—p—1 ¢ *

Ma le espressioni formate con le Ly, che compariscono_in ciascuna pa-
2: & cosl provato

rentesi somo proprio del tipo esaminato in fine al n.
quanto si voleva (').

Notiamo esplicitamente il corollario:

Soltanto nelle deformazioni di specie dispari
variante formato con sole spinte esequite sulla forma Ly (e non con spinte

— v —1) esiste un in-

delle spinte), ed &
2 @"(Ly , Ly) = Lyo Loy —
v | 2 v )
—(1 ) Loy Lyyey -4 (— 121 (,77)[” 2,v2
7. I covarianti e gli invarianti finora ottenuti sono re/afivi, in quanto
per una trasformazione di variabili vengono moltiplicati per una potenza
del determinante della sostituziome; poiché anche {/EG —F* viene moltipli-

cato per detto determinante, per avere gli i covarianli asso-
luts di una deformazione basta dividere quelli (relativi) trovali per una

nvariantt e

conveniente polenza di J/BEG—F*?.
Nella Nota successiva dard alcune conseguenze del teorema fondamen-
tale.

dello sviluppo precedente, per quali

(*) Sono evidentemente nunlli i  termini

2(k+o0)=r-+t—1.




