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Conviene cercare ’espressione della (8) in funzione di S, 7, U. So- |
stituendo ai vettori k e a le loro espressioni (V) e (7) e supponendo che J

sia «f2 \ g==0, si pud scrivere, poiche ¢ U 3= 0,

[(h—T)(2Ug —S,.cf) + k(g®. a2 —S,g) +TU'.g A a] X

X [/152' + Q2N aR]=0

9,

e da qui, sviluppando, tenendo conto delle (III) e delle (IV) e osservando !
che e
gXafl =g X0
8i ottiene 1'equazione cercata
(10) [he:— (A —T)So+2 N a2 X +20.2X2—2TS,]U =0
che pud anche scriversi, poiche & U'==0, sotto la forma
(ij' /Nfi—“‘i+'lybs *:"_)Ul X 2L gX 82 ' =0
Matematica. — Nuove er la riduzione degli inte-
grali multipli generalizzati m. Nota I PICONE
ta dal Socio L. Braxcar (‘).
L
Nella teoria degli integrali di Lebesgue, ) ottenuto un
risultato che enunciamo al modo seguente {
Sia B un insieme di itato e misurabile, tn uno Sp
1l UnN nNumero LT ! L8N80 Tosia 1 e 0 imill inferiore
suneriore della co ala lei punti di E; signamo con G(&) lin- ‘.
sieme Sesione @ ) perp 0 x=2¢5, & essena n valore a in-
tervallo (@, 7} (i % & na | s10ne aenpnila : B ed f
!
i sommabile. St ha !
Lo escluso " sieme X valo ) nisura !
l‘///('///'r’\ ulla, U'ins t}\. ) e misuraoile L SRS )
! 20 eseluso N steme X, X = X', ) i di x in (a,0) ;
al
LL MLSu ( wre) { 4 \ / ) S e G(x) |
;' (*) Pervenuta all'Accademia 1l )5 settembre 1919, .
b (%) [Fubini, Sugit @ ’ iplt (questi Rendiconti 1° semestre 1907).
!i' ) Non so d stato mal osserv Se l'insven R 2 misurabile in S al
i s G(2) Sen3@ eccesione, surabilé in Sp—a PUr €s80
)
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3° designamo con

1) ‘ TR Rz Bn) Yy d et
JG(z)

una funzione delle z che ha il valore dell’integrale di Lebesque della
funzione [, esteso a G(x). per ogni valore di x in (a.b) fuori dell'in-
sieme X, e che ¢ arbitrariamente definita in X; la funzione (1) ¢ som-
mabile in (a,b), e si ha

2) ( 67 2 ) G o OHR ORI o= ' Cdee ‘ TNy s =) dy deraal(®)s

JE Ja JG(@)

Secondo questo teorema di Fubini si pud dunque sempre ricondurre il
calcolo dell integrale di una qualungue funzione sommabile, esteso ad un
insieme di S,, al calcolo di un intecrale esteso ad un insieme di un S
variabile, seguito da quello di un integrale semplice (esteso ad un inter-
vallo) e quindi anche al successivo ealeolo di # integrali semplici; fornisce
sempre, cioe, come si dice. /z 7/duzione degli integrali multipli.

Per le applicazioni alle ordinarie questioni di Analisi (ad esempio, nella
teoria delle equazioni alle derivate parziali. delle equazioni integrali, ecc.)
mi é parso sempre utilissimo stabilire sotto quali condizioni il teorema di
Fubini rimane valido nel campo delle funzioni non limitate che ammettono

un integrale generalizzato di Riemann, zmponeado. nella riduzione. di non

123

esequire che inceqrali di Riem (3).

[n questa e in successive Nofe esamino appunto la (uestione ora enun-
ciata, giungendo a regole nuove per la riduzione decli inteorali multipli
generalizzati di Riemann, regole che si manifestano soprattutto (efr. oli
esempi al n. 6) assai utili per le applicazioni indicate.

Non cosi mi pare si possa dire delle regole oia note che si trovano
nei trattati, le quali somo raramente applicabili e talune riescono quasi
sempre di laboriosa applicazione. Ai criteri ottenuti qui sono vicini quelli
dati dal De la Vallée-Poussin (nel suo Cours d' Analyse) nel caso partico-
lare di una funzione /' non negativa, eneralmente continua con punti iso-
lati di discontinuita.

Avendo in vista le applicazioni, mi sono limitato a stabilire quei eri-
teri considerando le condizioni di cose che si presentano, dordinario, nei
problemi dell’Analisi. Ma non ¢ difficile stahilire gli stessi criteri in ipo-
tesi molto piu larghe, abbandonando, per esempio, quella della misurabilita
secondo Jordan degli insiemi ai quali si estendono oli integrali.

(*) Questo risultato & dimostrato nel modo pit semplice ai n.t 43 e 44 del recente
brillante libro del De la Vallde-Poussin, [ntegrales de Lebesque, fonctions d'ensemble,
classes de Baire [Paris, Gauthier-Villars, 1916, collection Borel I

(*) Uso locuzioni e notazioni del Conrs d’Analyse nfinitésimale del De la Vallée-
Poussin.
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1. Chiamiamo qui domsnio ogni insieme di punti B, ad un numero
qualunque di dimensionji, limitato, chiuso, dotato di punti interni e misu-
rabile (J) (*); porsione di un dominio E ogni dominio contennto in E.
Sia P un punto del dominio E: diremo che questo punto @ sungolare per
Vintegrabilita (R) [al senso di Riemann] di una funzione f, se, comunque
81 assegnl un numero positivo &, si pud sempre trovare una porzione di B,
contenente P, di diametro minore di &, sulla quale la funzione non é inte-
grabile (R).

La funzione / possegga nel dominio E un’infinita di punti singolari
per la sua integrabilitd (R). Questi punti costituiscono un insieme F che si
dimosira essere chiuso e che supporremo pur esso misurabile (J). Se la
funzione f riesce definita (limitata e) integrabile (R) in ogni dominio
contenuto in G=E — F, dir0 che zusieme F ¢ in B ’insieme dei punts
singolars per Uintegrabilita (R) della funzione f.

Pud darsi che
| /(P)adP
/) A
tenda ad un limite determinato e finito allorché la misura di 4 tende alla
misura di G=E — F. Se ¢id avviene, diremo, con Jordan (%) che la fun-

fu
glone [ possiede un wnlegrale generalizzato (R) esteso al dominio B od
anche che la funzione [ é wn B integrabile (R) in modo generalizzatc.
Porremo dunque per definizione

(“)JM\P)L/P: lim | f(P)dP,

md—=mG <1

86 questo limite é determinato e finito.
Nel Jordan (loc. cit.) & dimostrato che:
1°, Condizione necessaria e sufficiente affinche la funziene f possegca
un integrale generalizzato (R) esteso al dominio E, é che, ove il dominio
 varii In G, s1a

lim ‘ [(P) dP = 0.
ma=0 /<1
2°. Condizione necessaria e sufficiente affinche la funzione / possegga

=)

un integrale generalizzato (R) esteso al dominio E, e che un tale integrale

(') Misurabile secondo Jordan. Quando diremo che un insieme & misuradile, senza
altro, intenderemo che & misurabile secondo Lebesgue. Cosl pure la misura (J) di un
insieme sard la sua misura secondo Jordan: la misura sard la sua misura secondo
Lebesgue.

(") Joxdan, Cours &’dnalyse (2™ édition), t. 1I, pag. 75 e segg.
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9. Dimostriamo 1l
TeokeMa L. — Se ta S0

) : ]
zat0 (R) esteso a

a G. Bssendo G misul 1bile (J). esistel

(3) 1, A
concenenkti 1S CUI( €
mite G—H. b S
8|
(+ — r \ =
11¢0 CAO 5
menure €
gleme U 1l
integra 1
) -
mabilita n | 1 0
!\P! moao Ci risu
/A (]
e designamo con |/ funzior
“A Un ri I A L} (A
risultati itilmente yvicinabl

Corso d'Analisi infinitesvmal

130, 182, 133, 134.
(*) Con la notazione K (/(P) )

(3) Poniamo ciok |[|an=1|/| Qua

allol
| 1) )
|
eratig
G Sul
\ D I
era di1 & che appartiene
st i1 domini
’ .
1t per li-
\ )
1 1n-
16 un
1 1 om-
ne (3)
1
1 ( itivo 7 |
no  ottenuty
y i nera
) | { 1 4 U, 121,
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Si ha:

(4) (L)j(;l/‘lnsz
= Lnl/\ndP ol (L)L_A”Wn ®=®) [ |r|dP+1;

fne segue che 1'integrale

(©) f.171naP

8, rispetto ad », limitato, e quindi la sommabilitd di [f| e di /.
Dalle (4) si deduce poi, passando al limite per » infinito,

(5) (L)fGlf\dPs(R)fEmdP.

D’altra parte, se consideriamo un qualunque dominio A contenuto in G,
8i ha:

(L) |f £ldP =

J G

== lim 3(L)_,"G L [iPsz lim ;(L | £].dP : = (R) ‘1 7|dP,

N=—:x~0 = =it

N==00 \

poiché, da un certo momento in poi, si avra, in A, |/|,= /|- Facendo
ora tendere la misura di A4 a quella di G, si potra asserire che

(L) 1\;/"«’1’2(1{»_1?1!/ apP ,

G ‘

. = . |
relazione questa che, con la (5), dimostra completamente il nostro teorema
per la funzione non negativa |/|. Ma il teorema risulta subito dimostrato
anche per una funzione /, di segno comunque variabile, pensando che, posto

R e A R o e . i

2y =|fl-=f b= |

si ha |

/12“-/120v/‘=/{l_/ij' 1/1=/<\+/;? )

o che dall'integrabilitd (R) in modo generalizzato di /| in E, ne; segue
quella di /, e di /.

Renprcontr.” 1919, Vol. XXVIII, 2'FSem, 35




