AT
DETLT
REALE ACCADEMIA DEI TINCEI
ATNN@OE O @ EEV
1919
' SHEIEYIR THL S NG, o) il Ny 51 A
i RENDICONTI
I

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali.

ROMA

I'POGRAFIA DELLA R ACCADEMIA DEI LIN®

PROPRIETA DEL DOTT. P10 BEFAN

e ettt — - e e




— 329 —

che I'arresto avviene nel punto I cotg @ + 7z = 0. [nvertendo la corrente C
(cambia quindi il segno di ), la linea / non muta; soltanto per la stabilita
deve essere allora 1 < 0.

Con una riflessions del campo del moto rispetto alla parvete w si ha
un canale con una coppia di vortici, il canale cosi ottenuto potendosi risguar-
dare nella porzione di larghezza finita quale tubo d'imboccatura di Borda,
applicato al recipiente costituito dal rimanente canale, che col tubo consi-
derato ricopre l'intero piano. Particolare degno di nota: la linea / coincide
con la linea isotachia della vena libera effluente nel caso di Borda (*).

Meccanica. — Sopra aleuni casi singolars nella teoria dei
giroscopi asimmetrici pesanti. Nota IIT di OrAZIO LAZZARINO, Dre-
sentata dal Corrisp. R. MarcoLoNGO (*).

Volendo determinare il vettore £, possono servire le equazioni
(12) '=ag‘><.Q'=U:uQX.Q':T';KyL"X.Q':O
dalle quali si ricava la relazione
(13) ag X a® N Kyg. 2 =T .Kyg N\ eg
che permette di determinare 2' purché sia soddisfatta la condizione

(14) ag X a2 N\ Kyg 0.

Por dimostrare che questo prodotto misto non @ in generale nullo,
basta verificare che non é nullo in qualche caso particolare.

Consideriamo, ad esempio, i giroscopi asitmetrici assiali, per i quali
sia g =1 ove i & uno dei vettori unitari i,j,k rispettivamente paralleli agli
assi principali d'inerzia del sistema relativi al punto fisso 0. Indicando rispet-
tivamente con 4, B,C e con p,q,7" i momenti principali d'inerzia e le
componenti del vettore 2 rispetto ai detti assi, si hanno le relazioni

ag — i = Al ; @R = Api + Bgj + Crk;
Kyi =1 /\aQ—{-a..Q/\i:(B——C)(/‘j—}—qk)

(*) Le equazioni parametriche di /sono :
2z = log (— cos ¥) 4= sen® Y3y = Y—sen Pcos Y.
Si faccia in queste w=m — 6/2, scambiando quindi y in 7 —Y. Si otte’n«fvono cosi le
equazioni della linea isotachia riportate dal Lamb [ Hydrodyn. traduz. del Friedel (1907),
pag. 112, formule (6)]-
(*) Pervenuta all’Accademia il 1° giugno 1919,
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e quindi la (14) porge
(15) ag X a2 \ Kyg = Ai X a2 A\ Kyi = A(B — C) (Bg®* — Cr?)

e da qui si vede che per A== B==C (giroscopio asimmetrico) il prodotto (14)
¢ diverso da zero. Quindi si pud dive che « per ¢ giroscopi asimmelrice
« in generale sussiste la condizione (14) e quindi si puo adoperare la (13)
« per la determinazione del vettore 2 ».

[ evidente che quando il giroscopio & simmetrico, poiché risultano
eguali fra loro almeno due dei momenti principali d'inerzia, la (15), e quindi
anche la (14), si annulla e la (13) non serve pill per la determinazione di £2'.

Un procedimento analogo pud_essere adoperato per dimostrare che, per
i givoscopi asimmetriei én generale, 1'equazione suppletiva (11), che & una
relazione algebrica fra 7 e U, non & conseguenza delle equazioni di Schiff.
Osservando poi che esistono fra 7 e U due velazioni algebriche e indipen-
denti fra lovo, si deduce che, « per ¢ giroscopi asimmetrici in generale e
« per S = costante, anche ql'invarianti T e U risultano costanti e ¢ moté
« del giroscopio sono rolazioni permanenti » -

Su questo argomento Hess (') trovd che, « anche in giroscopi asimme-
« trici particolari e in particolari condizioni di moto, solo 1'ipotesi S, =0
« pud condurre a moti che non siano rotazioni permanenti ».

Da questo teorema e da quanto é stato detto precedentemente segue
che, « nei giroscopi asimmetrici e nell’ ipotesi che sia S,== 0, le due dette
« relazioni algebriche fra 7 e U [cioe la (11) e quella che si ricava
« dalle (A)] devono risultare sempre fra loro indipendenti per valori qua-
« lunque delle costanti 4,4, S, ».

Per dimostrare questo teorema, che lo Stickel non riusel a provare, si
pud procedere nel seguente modo:

Dalle tre prime equazioni (A) si deduce col solito procedimento la

relazione

BXaR2Ng.a®=2T.c2 Ng|-20.g \2-185,.2 \ a2
che per la quarta delle (A) pud scriversi
(16) 2.2 \Ng.T+22NR.U=0a2 N\ 2.5,

e questa ¢ una delle due relazioni fra 7' e U da considerare; l'altra &
la (11) che conviene scrivere nel seguente modo:

(17) — S, . T+2e X 2.U=7hS, —/kg®>} al X g N\ a2

Ora, perche queste due relazioni algebriche e lineari fra 7 e I siano
indipendenti fra loro, & necessario e basta che sia diverso da zero il deter-

(*) Hess, Bamberger Programm, § 12, S. 31-40.
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minante dei coefficienti di 7 e di 77, che ciog non sia nullo il vettore
(18) d=4gX 2.2 \Ng+ 25,.8 \ 2.

Dopo ¢id la dimostrazione del teorema si riduce a provare che, fatta
eccezione del valore S,= 0, comungue si scelgano le costanti [0y 5
vettore d risulta sempre diverso da zero per i giroscopi asimmetriei.

Poiché & e % non figurano nella (18), d non dipende da queste co-
stanti; quanto ad S, si osserva che, per Sy==0, d pud annullarsi solo
guando sia identicamente soddisfatta la relazione

(19) 2e X R.a2Ng=5,-2/\g

e questa sussiste evidentemente solo nelle seguenti ipotesi:

(20) oXQ=0 , 2ANg=0
(21) 2 Ng=0 , 2ANg=0
(22) (2 A\ g) \(2ANg=0.

Ora, fatta esclusione dei casi in cui sia nullo o il vettore g (caso di
Poisson) o il vettore £ (caso del riposo), & evidente che le condizioni (20)
sono tra loro incompatibili e che le (21) e la (22) possono sussistere solo
nel caso in cui l'omografia « d'inerzia si riduca ad un numero, ciog solo
nel caso in cui il giroscopio sia simmetrico. Si pud dunque concludere che
« mel caso dei giroscopi asimmetrici, per S costante ma diverso da zero,
« le relagioni (16) e (17) fra T e U risultano sempre fra loro indipen-
« denti, comunque si scelgano le costanti h .k, So7-

Da cid segue che « anche nei giroscopi asimmetrice particolar: e per
« particolart condizioni di moto, con lipoles: Sy=F0 solo le rotasiont
« permanentt SON0 compalibils ».

Passando ora all'esame del] caso escluso S, =0, si osserva che in
tale ipotesi la (19) da

(19’) o X Q. a2 Ng=10

e, poicht 1 annullarsi del 12> fattore & incompatibile con l'ipotesi S, =
— a® X g=0, si conclude che l'unico caso in cui il vettore d si annulla
o caratterizzato dalla condizione

(23) X Q=0.

Supposto quindi & +0,240, siha questo nuovo risultato che « net
« Qir0SCcopl asimmetrici, per So =0, sono possibili delle rotazioni non
permanenti solo quando ['asse istanianeo di rolagione risulti perpendi-

colare alla retta che congiunge il punto fisso col baricentro del giro-

®

®

3

scopio .

e




i

i
1
ft \
0/

— 332 —

Poiché tale retta & fissa nel corpo, l'asse istantaneo di rotazione potra
muoversi in un piano, anche fisso nel corpo, normale a g e passante per
il punto fisso O. Inoltre, dalla condizione S, = @2 X g =0 risulta che
anche il vettore @2 dell’impulso dovrd mantenersi, durante il moto, paral-
lelo al detto piano; e quindi, posto P=0 {2, P,=0 -4 a®, si con-
clude che « quando in un giroscopio asimmetrico, per cui si abbia S, =0,
« le rotagioni non sono permanenti, la polodia (luogo dei punti P) e la
« prima curve d’impulso (luogo dei punti P,) sono curve piane e giac-
« ciono nel piaso, passante per il punto fisso, che é normale alla retta
« che congiunge questo punto col baricentro del giroscopio ».

4. STUDIO DEL €ASO IN CUI IL PIANO S =S, E UN ELEMENTO DEL
CONO DI STAUDE. — In questo caso le due ultime equazioni (A) non sono
fra loro indipendenti e il cono degli assi permanenti di rotazione deve ne-
cessariamente spezzarsi in due piani.

Cominciamo con l'osservare che quando il giroscopio & simmetrico ri-
spetto ad un asse, ad es. Os, lequazione del cono assume la forma

(24) a2 Xsg.gXsNANR=0

ed & chiaro che, supposto sempre g==0, 20, questa equazione & sod-
disfatta solo quando si annulla uno dei due fattori, cioé quando il vettore
dell' impulso risulta normale all’asse di simmetria, oppure quando l'asse
istantaneo di rotazione risulta complanare coll’asse di simmetria e col vet-
tore g del baricentro. Se poi il giroscopio e simmetrico rispetto al punto
fisso, allora, poiché 1'omografia e & un numero, la (24) risulta soddisfatta
identicamente, cioé ogni retta passante per il punto fisso puo essere un asse
permanente di lotazione. Ma se il giroscopio é asimmetrico, la (24) non &
pill una identitd e quindi la degenerazione del cono non pud aver luogo
che in casi particolari. ;

Considerando una terna di vettori unitari i, j,k rispettivameute pa-
ralleli agli assi principali d'inerzia velativi al punto fisso O e indicando
con A4, B,C i corrispondenti momenti d'inerzia e vrispettivamente con
P,q,7,&.m,¢ le componenti, rispetto ai detti assi, dei vettori 2 e g,
le due ultime equazioni (A) assumono rispettivamente la forma

(25) Atp+Bng+ Cir=S,,
(26) B—0C)&gpr + (C— A) prp 4 (A — B) {pg = 0;
e da qui si vede chiaramente che. per i giroscopi asimmetrici, cioé per

A== B==C, la condizione necessaria e sufficiente perche il cono (26) con-
tenga come elemento il piano (25) é che sia nulla una delle componenti
&,7m,¢ del vettore g, ossia che il vettore g sia parallelo ad uno dei piani

principali d'inerzia.
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Dalle (25) e (26) si vede anche che il cono si spezza quando Sono
eguali fra loro due dei momenti principali d’inerzia 4, 7, ¢, cioé quando
il giroscopio & simmetrico rispetto ad uno degli assi principali d’ inerzia. |

Considerando il caso dei giroscopi asimmetrici e supponendo che il ba-
ricentro giaceia nel piano principale parallelo a ij, si ha

@) t=gXk=0;
e allora, poiché & in generale 7 — 2 X k== 0, dalle (25) e (26) si ha 5

{
(28) B e e | ﬁ
(29) (C—A)n.p+ (B—C)E.¢=0. {
Ora, perche queste due equazioni non siano fra loro indipendenti, & ne-
cessario e basta che il determinante dei coefficienti di p e di ¢ sia nullo,
che cioe si abbia 1
(30) A(B—C)&—B(C—A)n*=0.
Poiché le condizioni (25), (28) e (30) caratterizzano per Sh=0 1l
noto caso di Hess, si pud dire che, « per S, =0, 1/ caso in esame v 7i-

« duce al caso di Hess ».
Volendo esaminare come si comportino in questo caso le equazioni (VI)

di Schiff, si osserva che la (VI,) equivale alla (29) ove si ponga Sh= 03

la (VI,) porge |
i

(31) U = 1

e da qui, integrando e indicando con J la costante d’integrazione, si ha

s

(32) T— (0.

Poiché / © un numero arbitrario, si comprende che in questo caso
la (VI,) non & conseguenza della (VI,) e quindi non occorre piu aleuna
equazione suppletiva. Finalmente la (VI.) da, per la (32), la relazione

(33) U2 = g*(2U — &%) — 2U (& — (U)?

e da questa si ricava
dt — == dU/|/g* (20 — &) — 2U (b — [U)*®

resso da un integrale ellittico di prima specie in U

ciod « 2l tempo t € esp
empo 7.

s e, reciprocamente, linvariante U ¢ funzione ellittica del t
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