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Matematica. — Nuove regole per la riduzione degli inte-

grali multipli generalizzati di Riemann. Nota 1T di Mauro Pr1-
CONE, presentata dal Socio L. Biancar ().

Si ha, inversamente, il
TeEOREMA II. — Se la funzione [ ¢é commutabile wn G, essa pos-
stede un integrule generalizzato (R) esteso al dominio B, ed ¢

) [, rap=®) jF fdP .
Si ha invero

(L) f fdP = lim (L) f fdP!= lim ) (R) f rap!.
JG md—mG v4 ) 7n/1=m(}( J 4 )
Possiamo, dopo i teoremi I e II, enunciare il
TroreMa LIl. — Se linsieme F in un dominio B dev puntv singo-
lari per 'integrabilita (R) di una funsione f é misurabile (J), condizione
necessaria e sufficiente afinche la funzione [ ammetia un integrale gene-
ralizzato (R) esteso ad B, ¢ che essa sia sommabile in G=E—F. S
avra allora
(R) f [(P)dP= lim ( [ (P)dP = (L) ﬁ/‘(k’) dP.
<E mAd=mG- JG
3. Si consideri una particolare successione, avente per limite G —H,
di dominii
(3) Ay Ay ey Ay e

tutti contenuti in G e, ciascuno, contenente il precedente. Pud darsi che la
successione

(6) L F(P)dP , ... ﬁ £(P)dP , ...

Ay

ammetta un limite determinato e finito, senza che la funzione / possieda
un integrale generalizzato (R) esteso ad E; & perd evidente che, se j° pos-

siede un tale inteorale, poiché lim (m,)=mG, esiste il limite della
7 =0

successione (6), ed esso & 1'integrale indicato.

() Pervenuta all’Accademia il 25 settembre 1919.
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Sussiste perd il teorema. talvolta utile in pratica:

Condizione mecessaria e sufficiente afinche la funsione [ possieda
¢ che esista una particolare

un inteqrale generalizialo (R) esteso ad B,
successione (3) per cui

(7) ﬁ AR

o,

sia limitato rispetto ad n.
La condizione & evidentemente necessaria. Dimostriamone 1a sufficienza.

Se l'integrale (7) & limitato rispetto ad ». poiché esso non decresce al cre-
scere di 7, comunque Si assegni un numero positivo &, si potra determinare
un valore » di » tale che, qualungue sia il numero intiero e positivo w,

risulti:

®) 1 nmae—f, i@ <

Poiché |/| & integrabile (R)
ogni dominio -, contenuto in A, e di

in A,, esiste un numero positivo o tale
che, per misura non superiore

a 0, sia
&

Lx/‘(r))?dP<7__f‘

Dico che allora (e cid dimostra il nostro teorema), per ogni dominio

contenuto in G e di misura non superiore a o, risulta

9) &(;11/‘(1’)\ P

Ed invero, esistera sempre un valore di w tale che A sia contenuto

Poniamo A’ = A, A, A" —= A — A"; 81 avra

[ar@nae= [ 17®ap+ [, 17@1 P,

[r@ae<s,

in Ayyp.-

il =
@2 — [ 17 <,

—\ Av+[-k

e quindi la (9).
4. Per la riduzione dell’ integrale generalizzato

minio B, comineiamo dall’osservare che se si ag

(R) di f esteso al do-
giungono a G =E—F i




punti della frontiera di F comuni a guella di G, otteniamo un dominio E'
di misura eguale a quella di G, ed &

(R)ﬂ] f(P)dP = (R)\L‘E’ /(P) dP = (L) i [(P) dP..

I insieme dei punti singolari per l'integrabilita (R) di f in E’ & un
ingieme [chiuso di misura (J) nulla] contenuto nella frontiera di E’. Pos-
giamo pertanto limitarci a considerare un integrale generalizzato (R) esteso
ad un dominio B, per una funzione f per cui l'insieme F dei punti singo-
lari per la sua integrabilita (R) e contenuto nella frontiera di E.

Oi limiteremo anche, per brevitd, a considerare il caso dei dominii E
a due dimensioni, essendo immediata 1'estensione al caso di un numero gua-
lunque di dimensioni.

Diciamo 4 un rettangolo chiuso, a lati paralleli agli assi coordinati,
limitato dalle rette z =a,, 2 =0a2 ; Y= by ,y = b, , contenente nel suo
interno il dominio E. Prolunghiamo la funzione f all'esterno di E ed in
tutto o, dando ad f il valore zero in ogni punto di 4 esterno ad E. B
evidente che la funziome /' & integrabile (R) in ogni dominio £ contenuto
nell’ insieme 4 — B e che l'insieme dei punti singolari in o per l'integra-
bilita (R) della / & sempre l'insieme F dei punti singolari in E. Se / pos-
giede un integrale generalizzato (R) esteso ad B, possiede anche un tale
integrale esteso a 4 e viceversa e si ha

(®) |, /(®)aP = (R)L f(P) dP.

Possiamo dunque ulteriormente limitarei a considerare, in luogo del
dominio B, un rettangolo chiuso A (x==a, ,2 =00 ;Y= by, y = bs) per
il quale ’insieme dei punti singolari in 4 per I'inteorabilita (R) della fun-
zione / & un insieme chiuso F, interno a A ¢ di misura (J) nulla.

Non perderemo perd di vista il dominio B.

Facciamo la seguente ipotesi:

Ipotesi l.. — Se si esclude wun insieme X' di palort di § in
(@, , @) di misura (lineare J) nulla, U'insteme det punli singolari in (b ,bs)
per Lintegrabilita (R) della funsione [(&,y) @ di misura (lineare J) nulla.

Se / ammette un integrale ceneralizzato (R) esteso a A, essa 8, per
il teorema III, sommabile in «; ma allora, per il teorema di Fubini,
f(x,y) & nvispetto a y, sommabile in (& . bs), per ogni valore di « in
(@ , @) fuori di un insieme X” di misura (lineare) nulla. Ne segue, per il
teorema III, che /(a.¥), per ogni valore di z in (@ ,as), fuori di X'e
di X”. ammette un integrale generalizzato (R) esteso a (by, bs):

g(2) = (R) | / (2 y)dy -

B




S

=iglon=
La funzione g(#) & di nuovo per il teorema di Fubini, comunque se¢
ne completi la definizione in X'+ X", sommabile in (@, , @), e si ha

(R)j /(P)dP—1L)f/ dP_(L)[ o)

Aggiungiamo ora l'ulteriore ipotesi:
Ipotesi II,. — L'insieme dei punti singolars in (@, as) per la

by 5 N
integrabilite. (R) della funsione ¢(z) = (R) ‘/ flx,y)dy e di misure

(lineare J) nulla.
Ne segue, in virtd del teovema III, che la funzione ¢(z) possiede un
integrale generalizzato (R) esteso a (a . @), e che

ﬁ"ﬂ , (" as
(L) { o(z) dz = (R) \H o(z) dx.

<y

Si ha dunque il

TeorEMA IV. —
per Lintegrhbilita (R) della funzione f[(z y) e di misura (J) nulla, mentre,
la [(z,y) ammetie un integrale gemeralizzato (R)

Se Uinsieme dei punti singolari nel rettangolo 4

nelle ipotest 1 e 1z,
esteso a A, sussiste la formola di riduzione
a, s
(10) J‘ [z, y)dedy = (a //,.'f‘ 1//‘ f(z,y)dy ,
ove i Sequi di integrale sono di integrale generalizzato (R).

Ritornando al dominio E si ha, in particolare, il teorema:

Desiquino a, e as i limiti inferiorc e superiore della x per ¢ punti
del dominio B, e suppowiamo che, se si esclude un insieme du valory di &
in (ar, @) di misura (lineare J) nulla, lo sezione A(E) di B, con la retia
¢ =&, sia un insieme misurabile (J); allora se, nelle ipotesi In e Wl s
funzione [(z 1) ammette un integrale generalizzato (R) esteso a B, su ha:

| ‘ Sz, y) de dy = ‘ “ da ( [z .y)dy,
JIB 7 JA(z)
ove i sequi di integrale sono di integrale generalizzato (R).

Indicheremo con 4potesi I, e I1, le ipotesi i cui enunciati si ottengono da
quelli delle ipotesi I, e IT, scambiando 1'ufficio dell’asse z con quello del-
l'asse 7. Si ha il seguente teorema di invertibilita dell’ordine di integrazione:

Se Uinsieme dei punti Singolari nel rettangolo 4 per Uintegrabi-
lita (R) della /'wzz/o//ﬂ . y) e di misura (J) nulla, mentre, nelle ipo-
tesi 1y e I, L, e 11, la furzione f(x,y) ammette un integrale gene-
raliszato (R) esteso a 4, si ha

Uy 3 My Qs
[ “aw [ pa,pyiy = |, "y | " 1@ do,

/4

ove i segni di integrale sono di integrale: generalizzato (R).




