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Matematica. — Risoluzione dell’equazione di Fredholm con
serie assolutamente sommabili del Borel. Nota di GUSTAVO SANNIA,
presentata dal Socio ENRICO D’ OVIDIO.

Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

Meccanica. — Deformazioni simmetriehe dei corps elastici.
Nota di Rocco Serini, presentata dal Socio T. Levi-C1viTA.

T ben noto il teorema del Cerruti (%), secondo il quale le componenti
dello spostamento di un corpo elastico omogeneo ed isotropo si possono
sempre esprimere mediante tre sole funzioni armoniche.

Nel caso delle deformazioni simmetriche & naturale che tali componenti
si esprimano mediante due sole funzioni armoniche: scopo della presente
breve Nota & di dimostrare questo fatto, calcolando le effettive espressioni
delle componenti.

Mi servo a tal wope delle mote formole del Beltrami relative alle fun-
zioni armoniche simmetriche e loro associate.

§ 1. Punzioni armoniche simmetriche e loro associate (*). — Sia V
una funzione armonica, simmetrica rispetto all'asse z, quindi funzione sol-

tanto di g e di » =1/2*>+y*. Bssa soddisfera all'equazione
D DV) D/ )V\ h
@) w\' +):(/ 3 = 0

Si pud, introducendo unafifunzione ausiliaria W, sostituire alla (1) il

sistema di equazioni

(2) "’:/’f,T*Z——'I‘?.

dalle quali si pud ricavare la (1). Data V, la W si ottiene con guadra-

’k/:\\—r dr —17r —D—\i Li:) .

r

ture; cioe

(*) Vedi R. Marcolongo, Teoria matematica dell’equiltbrio dei corps elastici, cap. VI,

§ 8. Milano, Hoepli, 1904.
(*) Vedi E. Beltrami, Sulle funzioni j
asse. Rend. Istituto lombardo, agosto 1878; oppure Opere,

yotenziali di sistema simmetrici intorno ad un
tomo TIT.
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La W si dice associata alla V; e quando questa rappresenti un po-

tenziale (nello spazio esterno alle masse), la W — cost, & l'equazione delle
linee di forza. Si ha inoltre

2 /1 )W) 2 (1 3W

o= S = — )
(3) )r(r A +b: (r 6 ) i
e di qui, oppure direttamente dalle (2),
(4) AZWNE—2 DY

08

Nella interpretazione precedente per V si ha, nello spazio esterno alle

masse,
(5) AW =0.

§ 2. Le equazioni indefinite per ['equilibrio di wn corpo elastico.
Deformazioni simmetriche. — Si abbia un corpo, non soggetto a forze di
massa, deformato simmetricamente rispetto all'asse z: le componenti %, v , w
dello spostamento soddisfanno allora a quattro equazioni indefinite che si
possono scrivere in due modi diversi: esse sono (*)

LY Pl 06, G, )
02— ) 2 42, — 02 sl —=rv = 0
( )Dx+w = )fz:+w ( 28 Y

o9

(6)

20 . (26, 3@2)_0
(ny Wy

6
02° — @) — - 0> A w = 0> — ®
( ) 22 + : Y4 +
Y R D
&= DrER YR

dove G, ,B,, B, sono le doppie componenti della rotazione di ogni parti-
cella. Si deduce dalle (6), come & ben noto,

(7) 4260 =0 ;

quindi, supposta nota 6 (che sard funzione simmetrica), e detta ® la sua
associata, la terza delle (6) da immediatamente, per la (4),

2
(8) ZU:—-!Z——“@—f—V,

2w?

con V funzione armonica simmetrica.
Per calcolare », v osserviamo che, per la simmetria, dovrd essere

(9) D=a (7 ad) o D=7 .5y

(*) Vedi Marcolongo, loc. cit., cap. VI, § 1.
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e quindi
= Rz MW Y W R T
@,:F__(ii/.__(’;y_/j _/?9
R/ A 2 r
D26 R 2 €T M 2
(10) T T Bl G E R
3 3 7P 7 r
Rl R
By, =— —— =0
| A ]
essendo
’ :
(11) s _ 3
o Y

Se sostituiamo le espressioni (10) nelle (6) della seconda forma, tro-
viamo (siccome le prime due danno, come e evidente, la stessa relazione)

023 r—af = =10,
(6,) &6 1 : (7G)
= ) (7G 2
02— - — — —0
5 HRe R
Queste, scritte sotto la forma equivalente
N e R
7 22 = T e (—_ 0 Bio AET
danno, osservando le (2) (),
(12) ‘;’2 rB=—0,

cosicehd. essendo nota O, si pud ora ricavare / risolvendo 1’equazione diffe-
renziale immediatamente integrabile (11). Per eseguire in modo pil elegante
tale integrazione. occorre vedeve col Beltrami come si costruisca, partendo
dalla funzione simmetrica armonica V, una doppia serie di funzioni armo-
niche e relative associate.

S 8. Serie di funzioni armoniche simmetriche e relative associate (*)-
11 Beltrami osserva che le (2) possono essere interpretate separatamente
come condizioni di integrabilitd; e come tali possono essere usate per defi-
nire due nuove funzioni V,, W, . che hanno ancora il carattere di funzione

() Vedi Cerruti, Ricerche sull quihibrio dei corpi elastici isotropi, Memorie Ace.

Lincei, XIII, 1882
() Vedi [. Beltrami, loc. cit.

Rexprconti. 1919. Vol. XXVIII, 2° Sem.
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armonica e relativa associata. La prima di esse da

W
(18) \’Lis—7clr'ZdV1 )
e la seconda
13 Wdz -+ Vrdr =dWw, .
Si ha cosi
DVA A A DV’
(e e 8 it o S
W )W
(14) V:% D\\rl W= v]
quindi
L 2W, AV, W, NG
(15) e e el it e——ls
7 P4 Y4 o7

si deduce di qui, come anche dalle (2), che V, & armonica e W, ne & la
funzione associata. La serie si pud continuare, deducendosi dalle V., W,
altre due funzioni V,, W,: e cosi di seguito. Pel nostro scopo basta limi-
tarei alle V,, W, che si deducono immediatamente dalle relazioni prece-
denti. Si osservera che, data V. si deducono con successive integrazioni di
differenziali esatti tutte le altre funzioni W . V., W, , ecc.; mentre, dati
V. 0 W,, si ritorna indietro nella serie con sole derivazioni.

S 4 Adpplicazione alle deformazioni simmetriche. — Per ottenere il
tipo generale di deformazione simmetrica, ci rimane da trovare la /. Essa
e data daila equazione differenziale (11) dove S é nota per la (12) (avendo
supposto data 6 e quindi @). Avremo cosi, tenendo conto della (8),

22 ] 2 — o 20 AV

(16) = 2L

0?7 2w? 7 Y4 23

Usando dei risultati ottenuti nei S§ 1 e 3 potremo scrivere

20, 20 WV 1 W

@ = e, =/ y T = y

0Z or 2 27 r 2

e quindi
)J_/_gl 00, 02?2 — 2 28 1 DY
W or A 2w | % 7 02
Di qui
e s 5] 2% — p? 1

(10) :;FOI—TU*F\V.,—*—@(/),

dove ¢(7) sara da determinarsi in modo che le
22 —
2w*

Z z/,::;,'f ! y:?//" W= —

0+ vV
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diano

2 D1

wo W W

2 Y 0%
ossia che

S/

(17) af+rL 22—

Eseguendo i caleoli si trova che, affinche sia soddisfatta la (17), deve
essere
2¢(r) +r¢'(r) =0,
ossia
(18) wi((i) = 0=~ ¢
con ( costante. Questo termine porta nelle u,v 1 contributi
Q=2 o C=7

che diventano infiniti per 2 =y = 0. Quindi, se il sistema ha punti sul-
lasse z. deve essere C=—0. Le (8) (9) (16") [in quest' ultima ponendo
@(v) = 0] risolvono il nostro problema mediante le due funzioni armoniche
arbitrarie 6, V, tutte le altre deducendosi da queste con quadrature. Si 0s-
servi perd che, mediante tali operazioni, vengono introdotte costanti arbitrarie.
Converra quindi introdurre altre espressioni per le quali questo inconveniente
non si verifichi e nelle quali appaiano esplicitamente le due funzioni armo-
niche arbitrarie. A tal uopo servono le formole del § 3. Si osservi infatti
che, con evidente significato dei simboli, si ha

20 %6, 20 A% 0, : 20,
(19) 6:1_1‘ 0“,@:_,?‘;_,\-\5 ==
R¥4 7 A7 8 7
2V . AV,
(20) \' ' W '
8 7

Si vede quindi che tutto si pud osprimere mediante le due funzioni
armoniche simmetriche 6, .V, che chiameremo rispettivamente @, & .

Quindi, concludendo: « Il tipo oenerale di deformazione simmetrica si
ottiene dalle formole

Qo 0 W

uw=xf(r,8) , v=yf({r.8) , w=— g "5 e
@1) : ;
21w —e e | 1
= BF Rk Om*® Ret 7
dove

A0, 5)=0 , 4P, 2)=0

nei punti oceupati dal corpo che si deforma.




