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Meccanica. — Sul molo dei giroscopi asimmetrici pesanti nel
caso in cui Uinvariante principale S é costantemente nullo. Nota T
di Orazio LiAzzARINO, presentata dal Corrisp. R. MArcoLongo (Y).

In alcune Note precedenfi (*), alle quali mi riferisco per la parte bi-
bliografica, mi sono occupato della teoria generale dei giroscopi asimmetrici
pesanti e dei due casi singolari 7= cost., S'==cost.; in questa Nota
studio dettagiiatamente, e sempre per via intrinseca, il caso S'= 0, parti-
colarmente interessante perche permette di esaminare da un nuovo ed unico
punto di vista i moti di Hess, di Staude, di Mlodzjejowski e conduce ad
una esauriente discussione dei moft pendolari considerati anche da Klein
e Sommerfeld.

Bssendo questi moti del tipo di quelli di Mlodzjejowski, 1i dixd « mot:
alle Mlodzjejowski » o dimostrerd, come conclusione generale del presente
lavoro, che « 2 moli che ¢ giroscopi pesanti, simmetrici o asimmetrics,
s« possono compiere nel caso S=0, sono moti di Hess, o moti di Staude
« 0 moti alta Mlodzjejowsks ».

Sia e l'omografia d'inerzia del sistema rotante rispetto al punto fisso O
2 il vettore della velocitd istantanea di rotazione attorno ad 0; ¢ —= @G — 0
il vettore del baricentro @ del giroscopio; gl'invarianti di Hess sono defi-
niti dalle relazioni [loc. cit. ()]

(1) M=k e A= DS e D = eB 3K @l

dove il vetfore 2 rappresenta il momento, rispetto ad 0, dell’impulso del
sistema. La condizione =0 esprime evidentemente che « durante il moto,
« il momento, rispetto al punto fisso, dellimpulso, s¢ mantiene normale
« al vettore del baricentro ».

Un giroscopio sara detto « planare » quando il suo baricentro si man-
tiene, durante il moto, in uno dei piani principali d’inevzia relativi al punto
fisso; se, olfre a cid, soddisfa alla nota relazione di Hess fra i parametri
di massa, sara chiamato « g¢roscopio di Hess »; se, infine, non soddisfa ad
alcuna delle dette condizioni, sard detto « giroscopio generale ». Nel giro-
seopio planare, il cono degli assi permanenti di rotazione (cono di Staude)
degenera in due piani che saranno chiamati « piani di Staude » e sara

(*) Pervenuta all’ Accademia il 26 ottobre 1919.
*) O. Lazzarino: ) Questi Rendiconti [1° sem. 1919, pp. 825 e 3417; ) id.
29 sem. 1919.
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detto « primo péuno » quello che contiene il baricentro del giroscopio. Sa-
ranno indicate con apici le derivate rispetto al tempo e s’intenderi sempre
esclusa 'ipotesi g =0 che corrisponde al noto caso di Huler-Poinsot,
1. MoTI DEI GIROSCOPI PESANTI NEL CASO S=—(0. — Quando S &
costantemente nullo, sussistono le due equazioni [v. loc. cit. (®) 8)]

(2) S=gXa2=0 , (3) S'=gX a2 N2—0

le quali rappresentano rispettivamente un piano per O e il cono di Stawde.
Puo accadere che le dette equazioni siano, oppur no, tra loro indipendenti.

Nella: prima ipotesi, il detto piano o tocea il cono in un sol punto (il
vertice) o lo taglia secondo due geuevatrici o gli & tangente. Nel primo caso
si ha il riposo; nel secondo, il giroscopio & planare; nel terzo, 'asse di
rotazione, dato dalla generatrice di contatto del piano col €ono, & /isso nel
corpo e si hanno moti diversi secondo che la velocitd angolare del giro-
scopio & costante o funzione del tempo.

Nella seconda ipotesi, il piano S= 0 & un elemento costitutivo del
cono di Staude, che percid degenera in due piani; allora il baricentro del
giroscopio [[v. loc. cil. (°) &)] si mantiene, durante il moto, sopra uno dei
piani principali di inerzia relativi al punto fisso (primo piano di Staude) e
sussiste fra 1 parametri di massa la relazione di Hess. Si pud quindi con-
cludere che « quando le equazioni (2) « e (3) non sono [ra loro indi-

\ pendenti, il giroscopio compie i moli « di Hess ».

2. PROPRIETA CINEMATICHE DEL GIROSCOPIO DI HESS., — A comple-
tamento di quanto fu detto nella Nota /), dimostro aleune notevoli proprieta
del giroscopio di Hess.

Indicando con i,j,k tre vettori unitavi, rispettivamente paralleli agli
| assi principali d'inerzia relativi al punto fisso 0, e supponendo che il ba-
ricentro &= O —-g del givoscopio si mantenga, durante il moto, nel piano
principale 0ij, dalla (2) & chiaro che il vettore 2, dovendo mantenersi
normale ad ogni posizione di g, si conserva perpendicolare al piano 0ij e
quindi parallelo al vettore k; percid si pud dire che « el giroscopio di
« Hess, il momento, rispetlo al punto fisso, dell impulso si maniiene, du-
w rante il moto, perpendicolare al 1° piano di Staude e quindi parallelo ‘
« a quellasse principale d'inerzia che ¢ normale al detto piano ». Da cid
segue che « ¢l piano S=0, definito dalla (2), coincide col 2° piano di
« Staude ». Le intersezioni di questi due piani sono gli assi permanenti di l
rotazione; e quindi si pud dive che « nel giroscopio di Hess gli assi per-
« manenlt di rotazione formano un fascio di rette col centro nel punto
« fisso ».

‘1 Posto P = O +-af, il punto P si muove nel piano, per O, normale
! alla retta Og e, poiche questa & fissa nel corpo, sard fisso anche il piano.
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o si ha che «la prima curva d'impulso giace tn un piano per O, [isso |
tore del baricentro ».

d g = mod (G — 0) = cost., si ha pure che
piano di Staude una cir-

« nel corpo e mormale al vet
Osservando, infine, che mo
« i baricentro del giroscopio descrive nel 1°
« conferenza col centro nel punto fissogr -
3 MoTI GIROSCOPICI NEL CASO IN CUI IL PIANO S=0 E TANGENTE
— Tn questo caso l'asse di rotazione ha direzione fissa :

AL CONO DI STAUDE.
). Caratterizzando questa direzione

nel corpo e quindi anche nello spazio (*
con un vettore nnitario w, si ha

R —=ou

(4)

dove la velocitd angolare o 8, in generale, funzione del tempo. Allora, te-
nendo conto della (4), le equazioni di Ruler-Poisson assumono la forma

) o.audoturou=k Ag ; (6 ki=0,

dove k, & un vettore unitario, fisso nello spazio, verficale e rivolto verso

1’alto.

Ora, moltiplicando la (5) scalarmente per K, e per g, Si hanno le

relazioni
(7 o .k, X au+ o*.uAeu Xk =0
(8) w.g }{ocll—}—w’.u/\aqu =0

dalle quali, eliminando o', si ha k, X u, =20, dove si & posto

(9) ul=u/\aqu.au—gXau.u/\au.

Il vettore u, cosi definito, e supposto non nullo, & fisso mel corpo.

D'altra parte, moltiplicando la (6) scalarmente per w e integrando,
ha k, X n= ¢, dove ¢ & una costante d'integrazione.

Allora, considerando il sistema delle due equazioni cosi trovate, ¢

sl
08
(10) ke Xu=c¢ , ki Xw=0,

lo studio della questione & ridotto all'esame delle (10) poiche, come si vedrd,

si hanno moti giroscopici completamente diversi secondo che le (10) sono,
oppur no, fra loro indipendenti.

180;

() Cfr. R, Marcolongo, AMeccanica razionale [2* ediz. Hoepli, vol. I, pag-
vol. 11, pag. 2807]. :




- Bl ) £ pad = e o e w VT

Lo s 2

' — Dok St

— 425 —

4. Caso 1N cur LE (10) SONO INDIPENDENTI FRA LOR0. — Poiche 1
vettori w,w, (supposti non nulli) sono /issi mel corpo, & chiaro che, per
I'indipendenza delle (10), anche k, sard fisso nel corpo. Allora, scrivendo
la (6) sotto una nota forma [loc. eit. (®) a)]

(6") kKi=(ki)+w.auAk =0
e osservando che, essendo k, fissn mel corpo, risulta (ki)=0, si ottiene
(11) u=Kk,;

cioe « [asse di rotazione del giroscopio risulta verticale ». Allora la (7)
porge
(7) o.uXaon=0

e da qui, poiché per w==0 & u Xan==0, risulta o= cost.; percid si
conclude che « quando le (10) sono fra loro indipendenti, il giroscopio
« compie le rotasioni permanenti di Staude » [Journ. fir Mathem., 113,
pag. 318 (1894)].

5. CONDIZIONI NECESSARIE E SUFFICIENTI PER L ESISTENZA DI MOTI
GIROSCOPICI QUANDO LE (10) NON SONO INDIPENDENTI FRA LORO. — Poiché
la costante ¢ & arbitraria, la prima delle equazioni (10) non pud essere
un' Zdentita; la seconda delle (10) pud essere una conseguensa della prima
0 una ¢dentita. Nella prima ipotesi, se 7 & numero reale non nullo, si puo
serivere, tenendo conto della (9),

(12) mil=u;, =uAeuXg.au—gXeau.u/ an
e da qui, moltiplicando scalarmente per w /\ eu, si ha la relazione

(13) gXeau.(m/Aeu)>=0

la quale importa che deve sussistere almeno una delle due condizioni
(14) u/Aeu=0 , gXecu=0.

Ora si dimostra che, in entrambi i casi, visulta m = 0 e percio si con-
clude che « [a seconda delle (10), non potendo essere consequenza della
« prema, € identita ». A

Supposto, infatti, uw A eu = 0, il secondo membro della (12) si :1.nnulla
identicamente e quindi, poiché & w == 0, risulta m = 0; supposto, invece,
g X eu=0, la (8) porge, per w==0, u AeuXg=0 e quindi dalla
(12) si deduce ancora m = 0, c.d.d. '

Ora, dal fatto che la seconda delle (10) & una zZdentifa, segue che il
vettore 1, & necessariamente nullo e quindi, per la (9), sussiste identica-

RenpiconTI. 1919, Vol. XXVIII, 2° sem. 55
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mente la relazione

(15) nAetXg.au=gXecu.u/ au

che pud considerarsi come 1'equazione caratteristica dei moti possibili.

Dopo cid, osservando che per u == 0 pon pud, in generale, am essere
parallelo al vettore w A eu, risulta chiaro che, per soddisfare alla (15), &
necessario e basta che coesistano le due condizioni

(16) uNaeuXg=0 , gXeu=0

il cui significato geometrico & gid noto. Percio si conclude che « le equo-
« zioni (16) sono le condizioni necessarie e sufficienti per Uesistensa de
« moti giroscopici, nel caso in cui le equazioni (10) mon somo fra loro

“ Z/lnll'])elétlell/l n.

Matematica. — Nuove regole per la riduzione degli inte-
grali multipli generalizzati di Riemann. Nota ITI di MAauro PiI-
coNE, presentata dal Socio L. Brancar (').

5. [0 interessante considerare qualche caso particolare notevole del
teorema IV.

Cominciamo dall’osservare che nel teorema 1V 1'insieme dei punti sin-
golari in 4 per I'integrabilita (R) della funzione /(2 ,y) pud essere, in
particolare, nullo. Si ha dunque che:

Se, nelle ipotesi 1y e 1o, la funzione f(z,y) e (limitala ¢) inte-
grabile (R) in o, vale la (10).

Supponiamo, d’ora in avanti, che:

La funzione [(z,y) Sia continua in 4, eccettuati ¢ punti di un
insieme B di misura (J) nulla. Se si esclude un insieme X dv valori &
in (@, as) e un wnsieme Y di valori di m in (by, bs), entrambe di misura
(lineare J) nulla, la sezione dell insieme B con ogni retta. z=§, o y=n),
sia un nsieme di misure (Lneare J) nulla.

Osserviamo che, in queste ipotesi, i punti singolari in 4, in (&, ,02)
e in (@, , @), per I'integrabilith (R) delle funzioni /(z,y) . f(§.¥), [(z,n),
sono, rispettivamente, contenuti in I, nella sezione di ' colla retta z = &,
e in quella colla retta y =m. Si ha pereid il teorema:

CoroLLARIO I. — Se la funzione f(x,y) ammetle un integrale ge-
neralizzato (R) esteso al rettangolo 4 e Uinsieme dev puntv singolari in

(*) Pervenuta all’Accademia il 25 settembre 1919.




