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Matematica. — Sui sistemi coniugati permanenti nelle de-
formazioni di wuna superficie. Nota di ALEssANDRO TBRRACINI,
presentata dal Socio C. SEGrE (').

[2 noto che sopra gualunque deformata di una quadrica il sistema co-
niugato permanente & isotermo coniugato (*). Esistono altre superficie che
godano della medesima proprietd? Rispondere a tale domanda, che mi fu
posta dal prof. Bianchi, tale & lo scopo di questa breve Nota. La risposta
e negativa (?).

Sia S, una superficie (non sviluppabile) cui spetti la proprieta indicata,
riferita alle sue asintotiche, reali o immaginarie, »,»; e si consideri col
Darboux (*) una famiglia (S) di oo! superficie S, tutte applicabili su S,
rappresentate in coordinate cartesiane ortogonali X, Y ,Z da un'equazione

(1) (X,Y,Z,()=0

¢t essendo un parameftro tale che la (1) ppresenti S,. Indi-

cando con z,y .,z le coordinate di an punto di S, le quali risulteranno

funzioni di %, ), le coordinate X ,Y ,Z del punto ad esso corrispondente

su una superficie (1) si potranno rignardare, pel tramite di .z .y.z, come

funzioni di », v, e ulteriormente di /. Si inoltre di scegliere la

di #=0 [in questo solo intorno si
considerera la famiglia (S)] X, Y .Z siano della forma

famiglia (S) in modo che nell intorn

X—=ux(u.v)+tz(u,v)+ f(u,0,17),

72 =z(u,v)+t5(u,v) +h(u,v.2),

loro derivate che

dove le fanzioni considerate sono finite e continue col

occorreranno. Allora il punto di coordinate @ + (7 ,y 4 (7.3 (5 descrive

una superficie che risulta da S, per una deformazione infinitesima ; e dispo-

nendo opportunamente del sistema (S), quel punto pud deserivere ogni su-

perficie derivante in tal modo da S,.

(Y) Pervenuta all’Accademia il 27 luglio 1919

(2) Cfr. p. es. Bianchi, Lesio gometria differenziale, vol. I1I, § 85.

(%) Sistemi isotermi coniugati si presentano wch waltra proprietd caratteristica
delle quadriche, relativa alle deformazioni infinitesime: cir. Bianchi, Sui sistemi coniu-
gati permanents nella deformasione delle quadriche, Re 1 i (5), t. XXII (1913),,
pp. 3-10; ¢ la mia Nota, Sul yruense W di cul u wlda focale @ una quadrica,

in « Seritti matematici offerti ad Enrico D'Oyidio », Torino, Bocea, 1919, pp. 149-157.
(*) Cfr. Davboux, Legons sur la théore gene ale des surfaces... IV Partie, Paris

1896, n. 852.
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Se

a(u,v,t) du® 4 28(w, v, 1) dudv - y(u.,v,t) dv® =0

e 'equazione delle asintotiche di una superficie S [sicche «(u,v,0) =
=y(u,v,0)=0], il sistema coniugato comune ad essa e alla S, sard

(2) a(w,v,t) du* —y(u,v,t)do 0
da e A
Ponendo zy=— , 2y = — , 2y = -, ecc. (una posizione ana-
U AV duU*

loga sard mantenuta anche in seguito per le varie funzioui di %.» che si
avranno da considerare), si ha

| Lee T 0 =0 T L Zu 1 —+ [
)'(/1 v.,.l)= Yy —*—/'_/_/,—}— —+ 17, + 7] ¥
= I ~ | =
Svo 13w + + 5. + + 3 +
dove si sono trascurati i termini contenenti a fattc ' tendente a
zero, il sistema (2) tenderd quindi al siste:
(3) \f/ ) - — v)
dove A, C indicano rispettivamente i co ien pressionl sopla
scritte per e,y ; sistema che Segn wlla ipote ra risultare
isotermo co sopra la superficie S vale a dire D 0, ¢id che si
pud fare, C== () [ la nota a p della pagin Be 1te ara A/C il

prodotto di una funzione della sola % per una la Sara percid

(4) C®*(AA —ALA,) — A(C C, C.)

Ol"d,, rappresentata la S, con 3 formole di1 Lel

1 | 7

Ly == = 1
1/, !
/
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(5) Yo— — | . =

L i S '/ | & I

w = — |
Su Tu | §v 7
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dove §,7,¢ sono tre soluzioni linearmente indipendenti di una equazione

(6) Oy =M(u,v)6,

1 potra assumere (')

, & R ’ ) & R ’
iy — - Dy —i—— |
o 3t | & R
= e ’// R 7 R '
(7) T — y Jp= —
1 7u R | 7. R

tere in corrispon-
vitd il determinante

essendo R una soluzione della (6); e
denza a ogni soluzione R della (6).

| Zuu  xu
7 Iy
col simbolo
e facendo un'analoga convenzione per gli altri 1inanti del terzo ordine
che avremo a considerare, e ricas Pl % 7 ¢ 5w dalle (7)
opportunamente derivate, si ha
\ ( p)=—=1|¢& LI — Sunil T
-+ |§R, — &R -+ |[§R.— &R ,
C(u,v)=—|5R;y— &R -+
<+ &R, — &R -+ | &R &R 2 ZTov |
[ termini di A, e di A,, contenenti R,,, saranno percid rispettivamente
§R Sl g
fe Btun — Souu B Ze | -
-+ | E R — S R 3 B 5 ol - 15 Ruuse — EvunR 5 24 5 Teo] s

(*) Cfr. p. es. Bianchi, op. ecit,, vol. II, § 226.
(*) Sard percid C =0 solo per. quelle R soluzioni della (6) che verificano una ulte-
riore equazione di Laplace, non certo identica giacch? il coefficiente di Ry, nella espres-

sione di C non @ identicamente nullo.




T o
! mentre Ry, non compare in C, C,,C,,C,, A, A, [le altre derivate terze
I ! e quarte di R che compaiono in queste espressioni si esprimono tutte, ec-
ER cetto Ryu, in funzione di R e delle sue derivate prime e seconde per mezzo
T della (6)]. Quindi poicheé, come si & osservato, la (4) deve sussistere in
’ corrispondenza a ogni soluzione R della (6), dovrd risultare nullo il coeffi-
ciente di R, in AA,, — A, A,, cioé dovrd essere
1 {
| \ (|ERus—EuuR 2w s | 4 | ERw — ER | 2y T | = |ERo— EuR y Ty Tae| ) X
i § X(’§L‘7'Uv(vtl‘r‘+!E-~l“'('v(r11—"-‘,E‘-l“'s-’.(‘r ): E-lu lrIAr-
N
Wi f Anche questa relazione fra la R e le sue derivate Ry, R, Ruu, Reo
2 [la R, si elimina mediante la (6)] deve sussistere se R & una qualsiasi
f : soluzione della (6) e percid identicamente: in essa R,, non compare nel
i | primo membro, e, nel secondo, compare solo nel termine
ir |
| - :
¥ ‘: J§~~"f-1}-‘t}"gh,rL‘_§zy,’R~“z~tl'rl':l'
|
|
‘ Percid dovra essere
|’
|
} E Ly 5 Ly SR Ly | = U
it
i " Ora, peiché z , 7,2 sono soluzioni di un'equazione
k‘ Ay =71(u ,0) 2y + 3(u,v) 2y,
2 .
¥ | tale relazione porge
i
\ v ONE @y 7o |2 =0
{ e percid, non essendo identicamente nullo il fattore di yx, sarh y =20, o le
! i | asintotiche » = cost. della S, saranno rettilinee. Siccome cid vale anche per
i | le asintotiche u = cost., si conclude che S, & una quadrica.
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