L) B |
DELLA

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

S EN N AR S GRS AT AN DA

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche ¢ naturali.

VOLUME XXIX.

1° SEMESTRE.

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEl
PRO! A DEL DOTT. PIO BEFANI

1920




— 106 —

Matematica. — Sulla ricerca delle funzioni primitive.
Nota II (*) di Leonipa ToNeLLI, presentata dal Socio S. PINCHERLE.

9. Indicheremo con (@ .4:) , (@s, b2) s (@n byp) s .. gli intervalli
contigui all'insieme perfetto P (*). ordinati (per es.) in modo che le loro
lunghezze non vadano mai crescendo; indicheremo poi con by, un qualsiasi
punto di (a@nybn), distinto da an-

In ogni insieme perfetto P, di (a, b) esiste almeno una porsione, sui
cui intervalli contigui il rapporio

(L) — f(aw)
@) & b, —(i.

ammette un limite superiore finito.

Supponiamo che, presi comunque un numero N ed una porzione di P,
esistano sempre un intervallo contiguo (@n , bw) a tale porzione, e, in esso,
un punto 4, in modo da avere £(bL) — [ (an) =N (b, — @n)-

Sia n, il piu piccolo valore di 7 che soddisfa la disuguaglianza ora
scritta per N=2; sia poi /,'n‘; il massimo valore dei 4] soddisfacenti alla
stessa disuguaglianza, per N—2 ¢ 2 =n,. Indichiamo con d, il massimo
intervallo. contenuto in (a,%). di lunghezza non superiore a 4%
avente per centro a, e sul quale & sempre () — [ (=) = b —=z, e
con P, la porzione di P, di massima lunghezza, contenuta in dy. Sosti-
tuiamo P, a P e, facendo N =14, determiniamo in modo analogo la por-
zione P, di P, su cui é sempre /(b‘,,‘;)—f(a:)zz(h‘,,';— z). E cosl pro-
seguiamo indefinitamente. Ciascuno degli insiemi perfetti B B B o=
sulta contenuto in tutti quelli che lo precedono; esiste percid almeno un
punto p comune a tutti i P.. Per essere f(B2) — f(an,) = 27 (b5 — an,. ),
l'indice 7, tende all'infinito per 7 —> o, e si ha //‘,,'l-—a,.r —>0e
//‘n':—p—) 0. Essendo poi [P —[(p) = r(/;‘n'l—p), si ha A4(p)==-+ o,

_‘anly

contro l'ipotesi che sia sempre rA(,'L') <+ ™.

3. In ogni insieme perfetto P, di (a,b), esiste almeno una poritone
P, tale che la serie ="} [(bn) — f(an)}, limitata ai soli inlervalli con-
tiqui ad essa, Tisullt assolutamente convergente.

Scegliamo in P una porzione sulla quale (z) ammetta un limite su-
periore finito (n. 1), che diremo L’; su questa porzione scegliamone un'altra,

(*) Continuazione della Nota I (questi Rend., vol. XXIX, 1° sem., pp. 44-48).
(*) Gli estremi @, e bn sono dunqae entrambi punti P, al quale insieme non ap-

partiene nessun altro punto di (@n, ln)-
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P,, sui cui intervalli contigui il rapporto (1) ammetta un limite superiore
finito (0. 2), che diremo L”. Dimostriamo che la serie ="}/ (bn) — f(an)t,
limitata ai soli intervalli contigui a P,, ¢ assolutamente convergente.
Detto L un numero maggiore di L' e di L”, formiamo la funzione F(z)=
= f(2#) — ba e indichiamone con /7(30) il uumero derivato superiore destro.
Il sempre 4 = A — L e quindi, su tutto P,, A < 0. Inoltre, & sempre,
sugli intervalli contigui a P,

B — Faw) _ f(0h) — /(@)

’ = ; — L0,
bn — an bn — an <
(2) F(b,) — F(an) <O.
La serie 2’| F(b,) — F(a,){, limitata agli intervalli contigni a P,, ¢
dunque o convergente o divergente, e in questo secondo caso = — . Sup-

poniamola divergente, se & possibile. Detta £ la massima oscillazione della
F(x) sull’insieme P,, scegliamo un intero positivo 7 in modo che la somma
delle differenze F(4,) — F(a,), relative ai primi m intervalli contigui a P,
(Vordine in cui si conmsiderano questi intervalli & quello stesso in cui essi
figurano nella successione di tutti gli intervalli contigui a P), risulti minore
di —®. Questi primi = intervalli, disposti nell'ordine in cui si presentano
su (a,b), siano (a0, bW), (@®,b?®),..., (a"™ ,b). Abbiamo

m

> g F(b) — F(a™) z ===

1

Affermiamo che & F(p™) > F(a”+"). Essendo 4’ un punto di Py,
& A(b) < 0, onde, pev ogni A positivo, sufficientemente piceolo, F(6“) >
> F(6> 4 h). Indichiamo con ¢™ il massimo valore di 4 4 & che non
supera ¢+, soddisfa alla disuguaglianza scritta e corrisponde a un punto
di P,. Se fosse ¢ < a+? ™ non potrebbe coincidere col primo estremo
di un intervallo contiguo a P,, perché, per la (2), esso non sarebbe il mas-
simo dei valori indicati; e non potrebbe neppure essere un altro punto
di P, perche, avendosi A (™)< 0, esso non darebbe ancora il massimo dei
valori detti. B dunque ¢ = a+V, da cui F(4) = F(a"+"). Da ci0 si trae

F(b(m)) P F(d(l)) — i ; F(b(r)) = F(a(r))% +

m—1 m

+ _?_3 F(ayw) —F() = Z |F(") — Fa")} < — 2,

il che contraddice al fatto che £ & la massima oscillazione della F' sull'in-
sieme P,. La serie =} F(b,) — F(a,)}, estesa agli intervalli contigui a P,
& dunque convergente e convergente assolutamente, e tale & necessariamente
anche ="} /(bn) — f(an)} = ="} F(bs) — Flan){ + L 3" (bn — an)-
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4. Sulla porsione P, considerala al numero precedente, A(x) é in-
tegrabile nel senso del Lebesque e vale l'uguagliansa

(3) F(pV) — f(p®) = |P A(z) do + 3" f(be) — [(an)}

dove la serie é estesa soltanto agli intervalli contigui a Py, e p© e p
indicaro il primo e il secondo estremo di P,.
Siccome &

L(pl” —Pm,) = L ’P ([J.' + LE, (l)n === (Z,,) )

basterd dlmostrare che, su P,, & integrabile z_t(x) e che la formula (3)
vale per la F(x).

Rammentiamo che &, in ogni punto di P, A4 <0 e che vale, sugli
intervalli contigui a P,, la (2).

Preso un & >0 ad arbitrio, indichiamo con ¢, (»r=1,2,...) l'insieme
dei punti di P, incui @ —re = £ << — (r—1)¢, e con m(e) la sua mi-
sura. Scelto poi un intero positivo N, sufficientemente grande perche la
somma dei primi N termini della serie ' — somma che indicheremo
con =" — risulti minore della serie stessa aumentata di &, indichiamo
con e, l'insieme somma di tutti gli e, di indice » > N e dell’insieme dei
punti di P, in cui & A= — oo. Rinchiudiamo i punti di ¢, (r=0,1,
2 ....N) in un sistema numerabile 4, di intervalli, senza parti comuni,
di (p,p™), in modo che ogni punto dell'insieme sia inferno all'inter-
vallo che lo contiene e che la misura complessiva m(4,) di tutti gli in-
tervalli di -, soddisfi alla doppia disuguaglianza

4) osm(z/,)—m(er)<%.

Attribuiamo ora ad ogni punto di (p®, p”) un intervallo appartenente
a questo segmento e avente il primo estremo nel punto considerato, con la
seguente regola. Al primo estremo di un intervallo contiguo a P, attribuiamo
lo stesso intervallo contiguo che lo contiene; ad un punto p di ¢ (=0,
1.2,..N), non di quelli gid considerati, attribuiamo il massimo intervallo
appartenente a quello del sistema 4, cic contiene p ¢ tale che in esso non
sia contenuta nessuna parte dei primi N intervalli conticui a P,, e che il
suo secondo estremo ' appartenga all insieme P, e soddisfi alla prima o
alla seconda delle due disugnaglianze

F(7)—F(p)

(5) M@S—(T—])S v =
p—p

P—>p

’

T T e I —— =5 ——




— 109 —

secondo che & » >0 oppure » =0 (). Gli intervalli cosi deliniti hanno
tutti ambedue gli estremi su P, e con essi, partendo da p‘, possiamo ri-
coprire (p‘@,p) con una catena di intervalli, in modo che ciascun inter-
vallo della catena abbia come primo estremo il secondo estremo del prece-
dente oppure il limite superiore dei secondi estremi dei precedenti (). Se
(p,p') & un intervallo gualsiasi della catena, per la (2) e per le due di-
suguaglianze precedenti, abbiamo F(p') — F(p) =0, e la serie

S=2{F(p) — F(p)t,

estesa a tutti gli intervalli della catena, risulta assolutamente convergente
e avente per somma F(pV) — F(p). Fra gli intervalli della catena figu-
rano poi sicuramente i primi N intervalli contigni a P,, cosi che fra i ter-
mini della serie S figurano tutti quelli di ="} F(6,) — F(a,)}.

Indichiamo con A, I'insieme degli intervalli della catena che hanno
come primo estremo un punto di ¢, (» =0, 1,...,N) non primo estremo
di un intervallo contiguo a P,, e con m () la misura complessiva di tali
intervalli. I punti di ¢, non contenuti negli intervalli di 4} e che non
siano primi estremi di intervalli contigni a P,, sono contenuti negli inter-
valli dei sistemi )/, con # == 7 e quindi in quelli dei o, corrispondenti.
Per la (4), la misura del loro insieme & pertanto minore di I%VN = Ni"
da cui si trae, per 0 <<r <N,

&

ed & cost m(d4y) > m(e,) — N

&2

— (r—1)e m(e,) + N = — (r—1)em(4,),
N N
—e_)r_(r—l)m(e,) +e=—e> (r—1)m(d))
1
e, per la prima delle (5),
N
—8,‘7_(7"—1)7”(&)+6’221 1F(p) — F(p)t,
dove la serie 2, ¢ estesa a tutti gli intervalli della catena che hanno per
primo estremo un punto di ¢, (»=1,2,... N) e che non coincidono con
un intervallo contiguo a P,. Da questa disuguaglianza e da un'osservazione

fatta pit sopra, scende

10) = Ei (r—1) m(er) + 2"} F(bn) — Fan) {+&*>S=F(p) —F(p),

(') Si rammenti che & ;1_(p) <—(r—1eser>0,e -.;(p) < —Ne¢ se r=0.
(*) Cfr. H. Lebesgue, Legons sur Uintégration et la recherche des fonctions primitives
(Paris, Gauthier-Villars, 1904, pag. 63).
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N
ed anche — &> (r—1)m(e,) > F(p) — F(p®) — ¢*. Questa disugua-
T
glianza, essendo verificata per tutti gli N sufficientemente grandi, mostra
che & — &> (r—1)m(e,) = F(p") — F(p®) — & o quindi che A(x),
e

che su P, & sempre <0, & su tale insieme integrabile. Avendosi poi

(P Ade>—¢> (r—1)m(e,) — e m(P,), o passando in (6) al limite
1 .r

per N —> o, si ottiene
{; Adx + 3" F(bn) — F(an) } + &t + e m(P) = F(p") —F(p?),

e, poichd ¢ & arbitrario,

‘P Adz + 3' \F(b,) — F(a,)} = F(p*) — F(p®).

Questa disuguaglianza vale evidentemente anche su ogni porzione di P,,
per modo che, se z indica un punto di P,, non secondo estremo di un in-
tervallo contiguo all'insieme, e poniamo ¢ = £ su P, e ¢ =0 altrove, ab-
biamo

(8) ¢ dz — 2. F(b,) — F(a,) | = F(x) — F(p?),

vpun

dove la serie =, & estesa agli intervalli contigui alla porzione di P, com-
presa fra p® e z. Se poi x indica un punto appartenente ad un inter-
vallo (ay ,bm) contiguo a P,, pomendo 3, =23, + |F(z)— F(am){, e
applicando la precedente disuguaglianza a z = a,,, abbiamo che la stessa

disnguaglianza & valida per ogni = di (p©@,p®).




