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Matematica. — Swlla rappresentazione analitica di una falda
di una superficie mediante serie procedenti per le polenze [ratle
di due variabili. Nota del dott Oscar CHrsini, presentata dal Cor-

rispondente F. ENRIQUES.

1. In una precedente Nota, intitolata Swugl/i incroci delle curve di di-
ramazione di una [unsione algebrica di due variabil ('), ho dimostrato
che le due sostituzioni A e B, relative a due parti @ e & della curva di
diramazione per una funzione algebrica z(xy) nell intorno di un punto
P, = (2, #o), sono fra loro permutabili quando le @ ¢ & passino per P, sem-
plicemente e senza contatto, A e B generando un gruppo abeliano G.

[n questa Nota mi propongo di esaminare pill precisamente la struttura
di tale gruppo, e dedurne la rappresentazione analitica, mediante serie, della
funzione algebrica s(zy).

E conviene esplicitamente osservare che, potendosi supporre gli assi orien-
tati in modo gencrico, l'incrocio delle due curve di diramazione corrispon-
dera a un incrocio di due curve-multiple della superficie, origine di falde
superlineari, o a un punto di una curva multipla che sia base per il sistema
delle curve staccate su essa dalle sue superficie polari.

2. Il gruppo generato dalle due sostituzioni A e B potra, in generale,
non essere transifivo: si ha per esempio questo caso quando il punto P, cor-
risponda ad una bitangente (propria od impropria) della superficie /(zy) =0
parallela all'asse s; le due sostituzioni A e B vengono allora a corrispon-
dere a due falde distinte della superficie, ed operano su due coppie distinte
di valori di 2

A e e B = (2

Dunque, se il gruppo G generato dalle sostituzioni A e B non é tran-
sitivo, potremo distinguere tante falde della superficie [per il punto (zy)
variabile nell'intorno di P,] quanti sono i sislemi di transitivita in cui si
possono dividere le n determinazioni di 3: le due Sostilusioni A e B sa-
ranno permutabili anche quando st considerino operare su un solo sistema
dv transitivita.

Si consideri ora una falda della superficie f(zy:) =0, la quale abbia
per origine il punto P di coordinate (000); la falda sia di un certo ordine
r7>>1, e la funzione algebrica z, da essa definita mell'intorno del punto

(1) Questi Rendiconti, vol. XXIX, 1° sem., pag.3127.
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Po=(2=0,y = 0), abbia una curva di diramazione la quale passi pre-
cisamente per il punto P, con due parti o rami lineari @ e b a tangenti
distinte. Le due sostituzioni A e B, relative ad ¢ e &, saranno ora
considerate operare solamente sulle » determinazioni di z, relative alla nostra
falda, e il loro gruppo G risulterd transitivo.

Ci proponiamo qui di esaminare quale possa essere il gruppo abe-
liano G generato dalle due sostitusioni permutabili A e B; faremo vedere
come esso sia univocamente determinato dai periodi w e » delle sostituzioni
A e B, e dal numero 7 delle lettere su cui esse operano.

La sostituzione A si comporrd, in generale, di pin cicli

A,,Az,A;,,...A,,,

e potremo scrivere
A—AAA; ... A,.

Siccome A e invariante nel gruppo trausitivo G, essa operera su tutte
le » lettere, e i varl cicli A, A, ... Ax conterranno un medesimo numero I
di elementi: avremo dunque » = eu, e, distinguendo le 7 determinazioni
di 2 con due indici, potremo scrivere

A= (2n4;.. Zp) (821 82 oo zp) - .. (321 %z .. Zap)

essendo

AL =& 21y oo A1)

A, = (31 %20 .. Z3p)

Ag = (2a Bag . Za.y.)-

La sostituzione B deve lasciare invariata la A, ma non 1 singoli cicli,
altrimenti G non sarebbe trausitivo, e potremo supporre che essa porti A,
in As, A; in A; ... Agin A,: avremo cosi che B* lascia fermi i cicli di A;
ove B* porti z,, in 2,n4,, sard

sz — Am .

perché l'operazione A—™ B*, lasciando fermo 2,, ed essendo invariante nel
gruppo transitivo G, deve lasciar ferme tutte le » determinazioni di %

8.

Essendo » il periodo di B, sardh 4 — — il periodo di B*, e quindi
(24

anche di A™; il prodotto 7m appare cosi in minimo multiplo comune di m
e di w, onde, indicando con d il massimo comun uvivisore di m e u, si ha

=yl
hm — T
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% risulta primo con g e quindi A* genera tulto il gruppo ciclico generato

dalla operazione A; essendo poi

R
m 1 )
h
s1 ha
B
B> (A%)N .
Ponendo &'i, = 3a , _:f: EEALL & iy == Xrapaa-acli(s 1,2...a) @ ind1

cando con A’ la potenza /-esima di A, potremo serivere

' ' \ /
A’ = A* = (si, 82 ... 81p) (821 So2 v ) e (3o STz o 8 ap)
Bx — A"
’ ’ ' ’ .I n’ & ks
B — (813« - % ai 51.5+i S2.85+i -+ 8 a.ho-nﬂ)
:\ — AIP
dove p & un numero primo con .
Essendo
uy " m
r—==tY g—=—L  r=—, kp=1 (modpy),
h h )

si ba che il gruppo G é determinalo dai tre valor: di w,v,h, e le ope-
razioni A e B risultano in esso fissate ove si dia anche il numero m (po-
tenza di A. cui @ uguale B*), il quale & definito, a meno di un fattore primo
. 1 =~ - « . .
con m, dalla circostanza che ;/, ¢ il massimo comun divisore di p ed m.
(3
Se h— 1, risulta @« — », A e B riescono indipendenti ed ¢

i
B = (51i 2ai - - - 4%)

essendo d =0 (mod u).
3. Cio posto, vediamo come si ottenga la rappresentasione analitica

9.
della falda, supponendo dapprima, per semplicitd, che le due curve di di-
ramazione a e b siano rispettivamente gli assi z =10 e y = 0. Poniamo

z=u", y="70v";

allora la z appare funzione uniforme del punto (%) e quindi (') si potrd

sviluppare per le potenze di » e v

(1) = I3 aput vt

(*) Cfr. p. es. Picard, Zraité d'analyse, Paris, 1893, tom. II, pag. 237.
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Ma la funzione z, cosi scritta, appare una funzione del punto (zy)
. . . o o . . Y . .

a vy determinazioni, mentre la falda & di un ordine » = %, sicche, ove
gia &> 1, occorre che i coefficienti a;; assumano valori particolari; inoltre
il punto (zv) non riesce piu funzione univoca del punto (zys) della falda,
ma funzione ad 4 determinazioni, la falda venendo cosi rappresentata non
sul piano (zv») ma sopra un'involuzione di guesto piano.

Sorge cosi il problema di determinare piu esattamente il tipo dello
sviluppo di 2, in modo che la falda venga rappresentata biunivocamente su
un piano.

Cid riesce nel modo piu semplice nel caso in cui ~ = »; allora si ha
pw=r, ea=1, sicchd B risulta una potenza di A: B— A™.

In tale ipotesi si ponga

w=zy" ,v=1y;

allora 2, subendo le medesime sostituzioni che il punto (zw), appare fun-
zione univoca (ed univocamente invertibile) di questo, e si ha uno sviluppo

3:22111‘),%'0“,

che risulta un caso particolare di quello dato precedentemente
Piu complessa riesce invece la rappresentazione nel caso di 4 qualunque.
Si ponga

< |=

1
u:ajf"'y y [):y\‘;

ek ; 1 A
essendo # ed f primi fra di loro, m ;: g;c, si ha che il punto (zv) ri-

sulta funzione del punto (zy) ad »= % determinazioni: al girare del
punto (zy) intorno ad # =0 e ad y = 0, queste » determinazioni si per-
mutano secondo due sostituzioni A e B di periodi w e », e tali che

A™ — B%,

sicche il punto («») ha lo stesso gruppo di monodromia che il punto (xy2)
della nostra falda.
Pertanto si ha per z lo sviluppo in serie

8= 2 aput vk,

e la falda viene rappresentata biunivocamente sul piano () unell intorno
diu=0, v=0.
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Piu in generale, in luogo di porre
1 k
% — iy
si pud porre
1 Ah+K
v

con 4 intero: nel easo B = A™, preso

1 m

A 0, si ba u gkl Y=y,
s

come avevamo gid trovato; invece nel caso in cui A e B riescano indipen-

denti (h=1, a=1r,m= u) posto 4

—1, si ha u=a*,v=yp"

Possiamo ora togliere 1 ipotesi restrittiva che i rami @ e & sieno gli

assi @ =0 e y=0; se tali rami sono dati rispettivamente da

y=2a2

y=

¢i si riduce al caso precedente mediante

' -

r=y—2ax

'

regolare nell’intorno del punto = =0,y

la trasformazione

nt

Yy :3/‘2‘/)‘!/",

:U,

NOTA." — Conviene osservare 'analogia fra lo sviluppo di 2, dato sopra
nel caso B — A™, con lo sviluppo di Halphen di una falda d'ordine w di una
superficie nell'intorno di nun punto generico di una curva cuspidale: se 1'asse

r=0 & una curva cuspidale d’ordine 7»

—uw, e il punto z=y=2=20

¢ un punto genmerico di questa, lo sviluppo di Halphen da

i
g=Z3ai s y".

La ragione di tale analogia sta in cid: che, se si eseguisce una trasfor-

mazione birazionale dello spazio (per es.

una trasformazione monoidale) la

cai curva fondamentale abbia un contatto 7-punto con una curva cuspi-

dale d’ordine » in un punto generico, P,

di questa, sl viene a creare un

incrocio di due curve cuspidali (la vecchia curva cuspidale e una nuova sor-
gente dal punto P) cui corrisponde un incrocio di due curve di diramazione,

che da precisamente il caso in questione.

Lo sviluppo, invece, che si ottiene nel

1 1
caso generale per x, 7Y, rientra

nel tipo degli sviluppi che Ilensel credeva potersi dare per una falda qua-
lunque di una superficie (al quale proposito efr. Enriques-Chisini, 7eoria
geometrica delle equazioni, vol. 1L, pag. 562; e piu particolarmente B. Levi,

Comptes Rendus, 17 marzo 1902).




