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taria, gid preesistente in Europa, vivente ordinariamente allo stato saprofi-
tario nei terreni molto umidi e che pud, quando trovi- condizioni ed ospiti
adatti, comportarsi anche parassiticamente. Estenderei volentieri, sia detto
incidentalmente, questo modo di vedere anche alla Blepharospora cambivora.

Sard bene, in ogni modo, tener d'occhio questa critbogama che, a giu-
dicare dagli effetti prodotti sui lupini, sembra capace di produrre danni
considerevoli quando trovi favorevoli condizioni d'ambiente, e principalmennte,
come sembra, un eccesso di umiditd nel terreno.

Come metodo di lotta non si pud per ora che consigliare la distruzione
delle piante infette, il risanamento, mediante opportuno drenaggio, del ter-
reno e la disinfezione del medesimo col solfuro di carbonio o con la for-
malina. Sard bene sostituire per alcuni anni la coltura del lupino con quella
di altre piante erbacee presumibilmente refrattarie, come i cereali.

Matematica. — Armonica viciniore ad wna funzione asse-
gnata. Nota del Socio T. Levi-Crvira.

1. — GENERALITA CIRCA UNA CLASSE DI PROBLEMI DI APPROSSIMAZIONE. —
ARMONICA VICINIORE IN UN CAMPO A TRE DIMENSIONI.

Sia U(P) una funzione finita e continua dej punti di un campo S, a
una o pit dimensioni, intendendo incluso in S anche il relativo contorno.
Sia d'altra parto %(P) una funzione, pure finita e continua in S, apparte
nente ad un certo tipo o, pit generalmente, insieme di funzioni .

Si e condotti naturalmente a proporsi la questione di caratterizzare,
fra le funzioni dell'insieme , quella (o quelle, se ve ne ha di pit) che
maggiormente si approssima ¢z media alla data U(P), alludendosi con cid
alla circostanza che riesca minimo il divario globale fra U e u;
modo preciso, il cosi detto errore medio quadratico. Que
gere che riesca minimo 1'integrale

ossia, in
sto equivale ad esi-

(1) = f\ (U—u)2ds.

Per alcune categorie ® di funzioni, la questione si riporta subito a
ordinari problemi di massimo e minimo Tale il caso in cui le funzioni x
dell’insieme © dipendono da un numero finito dj parametri (variabili con
continuitd entro certi intorni). Nel caso pit generale, in cui le dell’ in-
sieme B dipendono puuto per punto (intendo in modo non funzionale) da
una o pit funzioni arbitrarie e loro derivate fino ad un certo ordine, la que

stione rientra classicamente nell'Ambito del calcolo delle variazioni e
conduce ad equazioni differenziali.

si ri-
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litativa circa il comportamento al contorno, e precisamente che, ove si ri-
sguardi una # (come ¢ sempre lecito) quale potenziale di semplice strato e
la si agsuma quindi sotto la forma

Q)
(,, 7(P,Q) "

(2) u(P) =
la densitd (Q) sia una funzione finita e generalmente continua nel senso
testd specificato. Notoriamente, quando il contorno o & ovunque regolare, al-
lora la condizione addizionale concernente p si esprime con egnale sempli-
citd direttamente per u, equivalendo alla continuitd della sua derivata nor-

male al contorno.

3. — VaRI1AZIONE DI I. — TRASFORMAZIONE DELLA CONDIZIONE d1 = 0. —
REsipuo. — EGUAGLIANZA DEI VALORI MEDIL. — CONSTATAZIONE DI
MINIMO. — CORRISPONDENTE ESPRESSIONE DI I.

Per passare da una generica % dell'insieme ® ad altra funzione infi-
nitamente vicina dello stesso insieme, basta evidentemente attribuire a w
un incremento duw = y(Q) completamente arbitrario, beninteso sotto le stesse
condizioni di continuitd imposte a w. Si ha cosi

. s B (Y
(3) du(P) [6 o0

D'altra parte, dalla espressione (1) di I segue immediatamente, met-
tendo anche in evidenza il punto generico P del campo di integrazione,

(4) ol =—2 [\ 1 U(P) — u(P) } du(P) dS.

Perché I riesca minimo, sara intanto necessario che
Gl =10
Ove si introduca nella (4), per du(P), l'espressione (3), e si invertano

le integrazioni (cid che & certo permesso, perche la funzione sotto il segno
diviene infinita appena di prim’ordine), si ha
1S
0l ——2 ( 1 L e ()T
J, 1@ de [ om—ue) s

Per l'arbitrarietd di x(Q), la condizione d1= 0 implica che si annulli
il coefficiente della stessa x(Q). Si ha quindi, iz ogni punto Q di o,

as
r(P,Q)

5) [ yo®)—up)y

! 0,
U8
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che ¢ evidentemente una condisione integrale per !'armonica viciniore u,
equivalente & d1 = 0. Rileviamo subito che la univoca determinasione
di u in base a questa equasione rientra in un problema generale gia ri-
soluto dal Lauricella (*). Per essere completo, riprenderd brevemente al § 5
le considerazioni del Lauricella con referenza al caso particolare che ci in-
teressa. Intanto ritengo acquisita la proposizione esistenziale e passo a ri-
levare alcune proprieta generali delle armoniche viciniori.
Formiamo in prineipio ¢/ residuo
(6) U(P) —u(P) = »(P),

risguardandolo come densitd di una ipotetica distribuzione newtoniana entro S.

Il primo membro della (5) si presenta allora come il corrispondente
potenziale in Q; e il fatto che esso si annulla in ogni punto del contorno o
di S porta come necessaria conseguenza che esso sia ovunque nullo all'esterno.
Di qua l'espressiva interpretazione meccanica: Il residuo spettante all'armo-
nica viciniore dd luogo ad attrazione esterna nulla; in particolare, condi-
sione necessaria e sujficiente perché la viciniore sia zero ¢ che la funsione
data U, atiribuita quale densita ad S, lo renda corpo di attrazione
esterna nulla. '

Osserviamo ora che, nella (4), du(P) designa un qualsiasi incremento
(infinitesimo) di , entro l'insieme ; attesa la linearitd della (4) stessa,
s1 pud in sostanza risguardare du come una funzione armonica arbitraria.
Cosl la dI = 0, ossia

(5) [ 1U®)— u(P)} duP)ds =0,

si presenta come una proprieta integrale dell'armonica viciniore #. dotata
di ragguardevole generalita.

Una prima conseguenza interessante si ha ponendovi du = 1; se ne
desume allora che i/ valore medio della [unzione asseqgnata U coincide
necessariamente con quello dell'armonica viciniore.

Il carattere quadratico della espressione di I assicura, come é ben noto,
che, per dI = 0. si ha un minimo assoluto. Possiamo constatarlo formando
materialmente la differenza fra 1'integrale I*, corrispondente ad una gene-
rica funzione armonica u*, e l'integrale I formato colla viciniore. Dacche

(U—u*) =}(U—u) +(z—u*)?,

ove si moltiplichi per 4S e si integri, si ha identicamente

I*=1+ Llu-//*):’l/f\f -2 |(I‘—u)uz — u*) dS.

hJ

(") Sulla funzione potenziale di spazio corrispondente ad una assegnata azione

esterna, in questi Rendiconti, serie 5%, vol, XX, 1° sem. 1911, pp. 99-107,
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L'ultimo integrale & zero, in virtu della (5'), nella quale si prenda
Ju — u — w*. Risulta pertanto I* =1, 1'eguaglianza potendo sussistere sol-
tanto per »* coincidente con %, ¢.d.d.

Dalla (h'), ponendovi dw = u, si ricava quest’altro corollario: Il valore
minimo di I relativo all'armonica viciniore pud ritenersi espresso, oltre che
da (1), anche da :

(7) IJ\ U(P)} O(P) —w(P)} dS.

4. — RIDUZIONE DELLA (5') AD UNA EQUAZIONE INTEGRALE
DI PRIMA SPECIE.

Introduciamo nella (5), al posto di #(P), la sua espressione (2), avendo
I'avvertenza di designare il punto corrente di integrazione con Q' e 1'ele-
mento superficiale circostante con de’, in modo da evitare ambiguitd coll'altro
punto Q, che compare nella (5) stessa. Ove si ponga

1 S RN
® N(Q.Q)—_fg 7(P,Q) 7(P, Q)"
as
v e U(pP ————

la () (con una inversione di integrazioni, qui pure perfettamente legittima)
assume la forma tipica

(10) [ N(Q,Q) w(Q') do" = V(Q) (in ogni punto Q di o)

Jo

di equazione integrale lineare di prima specie nell'incognita densitd w(Q)
dell'armonica viciniore ». Il secondo membro V(Q), da riguardarsi cognito
a norma della (9), risulta dai valori superficiali del potenziale newtoniano
che ha per densitd, in ogni punto interno P, I’assegnata funzione U(P).
Quanto al nucleo N, esso ¢ manifestamente simmetrico, finito e continuo,
ed & pur definito positivo, in quanto, per una qualsiasi funzione continua @
dei punti di o, si ha necessariamente

[ ao [ arN@.@) 0@ 0@) = 0,

I'eguaglianza potendo sussistere solo a patto che 6 si annulli. Cid risulta
dall’osservare che, posto
[
1([)) e ( Q do
o

Vo2 (Br Q)

il primo membro della precedente disuguaglianza, in base alla espressione (8)
di N, pud essere seritto

JS W ds.
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I1 suo annullarsi richiede # =0 in tutto il campo S e in particolare
su o, il che basta ad assicurare, per ben note proprietd dei potenziali di

superficie, che anche 6(Q) = 0, e.d. d.

5. — RIDUZIONE AD UN PROBLEMA BIARMONICO.
VERIFICAZIONE DELLA SOLUZIONE.

La determinazione della u, e, per essa, della densith w, si & fatta di-
pendere dalla equazione integrale (10). Ma il problema non si pud con cid
risguardare risoluto, poiché, allo stato attuale della teoria, bisognerebbe far
capo alla condizione necessaria e sufficiente di Picard-Lauricella, la quale
presuppone la conoscenza delle autofunzioni e degli autovalori del nucleo:
circostanza questa che, almeno in generale, non si pud certo ritenere acqui-
sita per il nostro N(Q. Q).

Giova pertanto riprendere la equazione caratteristica (5), completando
la discussione per altra via. Cominciamo col generalizzare la posizione (9),
riferendola ad un punto qualungue P’ dello spazio (sia interno che esterno
ad S, od anche sopra o). Accanto a questo poteuziale di volume
(10) \m;l‘ TR} I,P\
che si pud risguardare assegnato assieme con U, introduciamo 1'analogo,
avente per demsita l'incognita viciniore u,

, g asS

(11) v(P') = ' ll(l \W
La (5) pud cosi essere scritta

5") (Q =V(Q) (sopra o).

Si tratta di due potenziali di masse distribuite entro o, i quali coin-
cidono in superficie. Cid implica coincidenza in tutto il campo esterno. Ne
discende in particolare che coincideranno le derivate secondo una direzione

dv dV ‘ !
e purché prese dall'esterno, anche nei punti di ¢. Siec-

generica

come tali derivate non subiscono discontinuita attraverso o, @ indifferente di
considerare i valeri limiti dall'esterno o dall'interno, e si pud quindi, pen-

sando per es. a questi ultimi, e attribuendo a # il significato di direzione

normale volta all'interno, associare a (5”) la sua necessaria conseguenza

ay

(5") (//// Q (d” Q (sopra o).

Limitiamo oramai la considerazione dell'ausiliario potenziale » al campo
interno S. Esso verifica in tale campo I'equazione di Poisson

(12) Ly = —A4nu,
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ed & quindi una funzione biarmonica (A,v = 0), essendo armonica x. Al

contorno #i conoscono, in base alle (5”) e (5"), i valori della funzione e

quelli della sua derivata normale. La » ne rimane univocamente determi-

nata. Cid risulta con tutto rigore dalle ricerche di Fredholm e di Lauri-

cella. Quest'ultimo ha infatti ricondotto la effettiva determinazione di v (%)

ad un sistema di equazioni integrali di seconda specie, per cui si trovano

soddisfatte le condizioni di univoca risolubilitd del Fredholm. ‘
Trovata v, si ha » dalla (12). {
Verificazione. — [ facile riconoscere a posteriori che la u cosi

definita & elffettivamente 1'armonica viciniore. Partiamo all'uopo dalla nota

formula che esprime una generica funzione » dei punti di S (finita e con-

tinua assieme alle sue derivate prime e seconde) mediante il A,» dei punti

)
di S e i valori superficiali di » e di :Tln Applicandola alla nostra », in i1

base alle (12), (b") e (5"), potremo scrivere

: S ,
o (B) = [, uP) i + W),

avendo posto per brevita

W(P) = — f )V (

4w s ( dn 7(Q,P) 7(Q il

dn ) 7(Q, "))

d 1 (l/,V\, 1 )

: 2 1 :
Ora notiamo che (intendendo P' entro S) V(Q) e Q.7 considerate
)
come funzioni dei punti Q esterni o appartenenti a o, sono entrambe armo- by
niche e regolari, e si annullano debitamente all' co. Percid il teorema di |
Green, applicato a queste due funzioni nella regione esterna a o, ci assi- i
cura che W(P’) = 0. Rimane pertanto

S > S dS
. UU‘ )* [ H(l) I'(l). l)/)'

J$
e cosl, in primo luogo, si ritrova la (11). Dopo cid, riflettendo che la » ve-
rifica per costruzione la (3”), si & condotti alla voluta conclusione che 1'ar-
monica % fornita dalla (12) soddisfa alla originaria (5), equivalente a sua
volta a dl =0, ec.d.d.

6. — CAMPO SFERICO.

Sia R il raggio, e ¢ rappresenti la distanza di un generico punto P
dal centro O. Per la costruzione della biarmonica », giova servirsi anzitutto

(1) Sull’integrazione dell’equazione AV =0, in questi Rendie., serie 58, vol. XVI
20 gem. 1907, pp. 373-383.

RenprconTr, 1920, Vol. XXIX, 1° Sem, 27
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del lemma di Almansi (1), secondo cui ogni funzione biarmonica », regolare

entro la sfera S, si pud mettere sotto la forma
(18) v=(R*—e%) @ Y,

essendo ¢ e ¥ due funzioni armoniche (pure regolari entro la sfera).

In ogni punto Q del contorno o, » si riduce all'addendo w, talchd
la (5"”) fa conoscere direttamente i valori superficiali V(Q) di y, e la sua
completa determinazione dipenderebbe dall'ordinario problema di Dirichlet.
Ma il seguito della discussione mostrerd che non & necessaria per il nostro
scopo l'esplicita valutazione di ¥ . Deriviamo intanto la (13) rispetto a o
in un punto interno, e poniamo, a derivazione eseguita, ¢ = R, riferendoci

d d

in conformitd a un generico punto Q di ¢. Notando che, in Q, — = —
do dn

e badando alla (5™), risulta

2V Rep(Q) 2 ¥
(14\ 5 — Zhe(Q) i;

che somministra i valori al contorno della seconda funzione armonica ¢, perd

2 . Sk 2
con intervento della \—w Ma é possibile di liberarsene. Ed ecco come.
0

Ricordiamo che V(P') & funzione armonica del campo esterno a o,
mentre la ¥ e stata or ora caratterizzata come 'armonica del campo interno
che prende i medesimi valori superficiali. Cid non implica naturalmente che
si raccordino anche i valori delle rispettive derivate normali; ma, per la
speciale forma sferica del ecampo, esiste fra questi valori una relazione locale
assai semplice, rilevata dal Boggio (). Questa relazione, per le nostre 1/}

e V, pud essere scritta

WV ,—L\'nﬁg;.
20 NY R
La (14) assume cosi l'aspetto
. - 1 3V ;
Q) =—— L1
(14) 9(Q) R (B3, ,\)Q.

col secondo membro dipendente soltanto da V e sua derivata normale.
Nota ¢ entro il campo S, il che implicherebbe ancora una volta riso-
luzione dell'ordinario problema di Dirichlet, dalle (12) e (13) si ha = sotto

(') Sulla deformasione della sfera elastica, Memorie della R. Accademia delle
scienze di Torino, tomo XLVII, 1897, pag. 111.

(3) Cfr. Induzione prodotta da un campo magnetico qualungue sopra. una sfera isotropa,
Rend. del R. Istituto lombardo, vol. XXXVII, 1914, pag. 125,
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la forma

1 2 .
(15) = (0 ’;:, j é‘l’)-

Facciamo un ultimo passo, esprimendo i valori superficiali di » me-

diante V. All'uopo partiamoci dall'osservare che
1 AV

16 e — 4+ 1V)
(16) ¢ n?(" T
e, al pari di V, una funzione armonica e regolare nel campo esterno alla
sfera (che si comporta all’eo come un potenziale). In superficie (o — R),
si ha, a norma dolla (14'), ¢ = ¢*. Applicando un'altra volta la ricordata

formula del Boggio, si puo esprimere il valore limite (dall'interno) di \(p’
Q@
in un generico punto @ della superficie sferica o, mediante il valore limite
*

(dall'esterno) di %‘%, e si ha precisamente

WF D 1

e

20 20 R

ossia, in base alla (16), e, ben si intende, ponendo ¢ — R a derivazione
eseguita,

29 ,,l\Rz(”iv) s Rﬂ,,,iv’-
. 2 et A (ke

20 R 20° 20
; ! . 2tV : A vV
er maggior chiarezza ho seritto (— ) . anziché semplicemente l—, onde
gg p
0% Je 0t

mettere in evidenza che si devono considerare i valori limiti dall esterno,

(Per V e 2— e indifferente, attesa la continuita).

Facendo nella (15) ¢ = R e portandovi al posto di % 'espressione

testé ricavata e, al posto di ¢, la (14'), abbiamo infine

2V r

(17) H(Q)anm:m (Leg) . R%——;—qu (sopra o).
Riassumendo: per determinare 1'armonica viciniore #, tutto & ridotto a
procurarsi in primo luogo il potenziale newtoniano V che ha per densit 1'as-
segnata funzione U. Mediante i valori di V e delle sue derivate normali
prima e seconda sulla superficie sferica o, si forma il secondo membro
della (17), e si ricavano cosi i valori superficiali di ». Per avere % anche
all'interno basta quindi applicare una sola volta la nota formula di Poisson.

e

|
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Come controllo dell'esattezza materiale di questi passaggi di calcolo,

possiamo verificare che, per U I, l'armonica viciniore # si riduce anche

essa all'unita, come risulta dalla sua stessa definizione. All'uopo si nota che

il potenziale esterno V di una sfera omogenea, di raggio R e densitd 1,

vale 77 R®-1/p. Si ha quindi, per ¢ = R,

AV
20

con che il secondo membro della (17) diviene eflettivamente 1, e la u,

essendo 1 in superficie, si conserva tale anche all interno.
Si potrebbe verificare pit generalmente (ricorrendo per es. allo sviluppo

in serie di funzioni sferiche) che = U ogniqualvolta U & armonica.

Chimica agraria. — L'asoto del gruppo ctanico nella concima-

zione (). Nota di R. Perorri, presentata dal Socio G. CUBONI.

Contributo alla determinazione del meccasismo d'azione dell’azoto cia-

nico nella nutrizione vegetale e delle condizioni della sua utilizzazione

— a partire da prodotti puri ed in relazione ai miei precedenti lavori sulla

caleiocianamide (]) — sono gli studi, di cui & oggetto la presente Nota.

li
In queste ricerche mi valsi del eianuro potassico, recentemente prepa-

rato dall’'acido cianidrico gassoso e dalla potassa in soluzione alcoolica, che,

al controllo di

purezza, mi forni i seguenti dati:

cm. 25 di soluzione all’

|z =

%/eo del prodotto, precipitarono

eme. 3,72 di Ag NO, KCN /o, gr. 0,96

o

=)

U

cme. 25 della soluzione medesima, precipitarono

cme. 3.74 di Ag NO, 1‘\

Media
Umidita

J

0

Impurezze e perdite (K, CO;)

() Lavoro esegnito nel laboratorio chimico e batteriologico

tologia vegetale di Roma.

(*) Cfr. per i miei diciotto lavori
wwoluzione dell’azoto cianamidico nel terreno e delle relative

sald: verso la naturale
applicazioni nella concimazione agricola, Staz. sperim. agrarie; 42 (1909), pag. 521.

cale

Totale

iocianamide :

((ON ©°
KCN /40

or
gr.
-

”

or
gr.

0,97
0.965
0,026
0,009

1,000

della R. Stazione di pa-

Perotti R, Alcuni capo-




