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Analisi. — L’iterazione completa di z* — 2. Nota del Socio
S. PINCHERLE.

Il problema dell'espressione, in forma esplicita, dell’ iterata generale
di una funzione di una variabile avente forma analitica determinata, non &
risoluto, quando la funzione non sia la lineare, se non in un numero limi-
tatissimo di casi. Percid la trattazione della questione, anche su di un esempio
specialissimo, non sembra oziosa: tanto pin che in questo esempio, per cir-
costanze particolarmente favorevoli di cui verrd data ragione in un prossimo
lavoro di carattere pit generale, la questione pud essere condotta a fondo
coi mezzi pil elementari.

1. La funzione, di cui si vuole trovare 1’iterata completa, & il sem-
plice binomio

a(z) =1 —2;

con Sq f(z), o semplicemente S /(), si indicherd la trasformazione per cui
la variabile complessa x si sostituisce con a(z); S* sard il corrispondente
gruppo continuo di trasformazione, ad un parametro. Si vuole mostrare come
sia possibile di dare, in modo semplice, 1'espressione analitica di S per »
qualunque.

2. Essendo @ = ~-4v un punto del piano-sfera #, » un numero in-
tero positivo, si porrd

Sfr=ux, , S"z=(zl).
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Qui x, & un punto determinato, 2*™° conseguente di x; (xp) @ un sistema
di 2" punti, antecedenti »*™ di x, e di cui uno, generico, verrd indicato.
con .

3. Dal piano-sfera a, si tolga il segmento dell'asse reale compreso
fra —2 e 2, gli estremi inclusi; questo segmento verrd detto I'. La por-
zione rimanente del piano-sfera si dird 2; £ & dunque un campo sempli-
cemente connesso, contenente il punto all'infinito, aperto, e di cui I' costi-
tuisce il contorno.

Posta 1'equazione

(1) 0 —x04+1=0,

questa di origine ad un ramo di funzione analitica univocamente determi-
nata in tutto 2 dalla condizione di essere in modulo minore d'uno. £ viene
con cid ad essere uno dei due fogli della Riemanniana, escluso il taglio,
rappresentativa della relazione (1). Indicando col segno —, apposto al radi-
cale, che si tratta della radice di (1) minore in modulo dell’ unitd, il ramo
di funzione in discorso &

1 e
(2) UJ(I):_)(.F—]J;S__}).

La w(x) =, equivalente ad
1
(3) z=t-} 7

da la rappresentazione conforme del campo 2 sull’ interno del cerchio C del
piano ¢, di centro nell'origine e raggio 1; al centro di C corrisponde il
punto z=oo; ai cerchi [¢|=¢ di raggio crescente da 0 ad 1 (escluso)
corrispondono le ellissi omofocali di fuochi == 2

2
5 »2

(e+2)

o0

Il

(4)

I 2 ’

=)

S

di semiasse maggiore decrescente dall’infinito a 2 (escluso); queste ellissi

si diranno E,. e o ne sard l'indice.

La o(z) & funzione analitica regolare per x = , nulla di prim’ordine
in quel punto, e sviluppabile, per |z|>2, in serie della forma
1 a,
o\x) =— =
7 +x’ +

4. Poiche dalle (3) si ricava

©

8
I

1
/2_+_ /2 .
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ne viene {* = w(a(z)), cioé la w(x) verifica 1'equazione funzionale

(5) Sa0(z) = 0¥(z),
onde
(b] - Sz 0(z) = 0*" ()

per » intero, positivo o megativo, intendendosi che in questo ultimo caso il
secondo membro da 2" valori.

5. Per il n. 3, sull'ellisse E, & [w(y)| = ¢, onde sard per la (5)
|@(a(2)) | = ¢*;

se = & nella ellisse di indice ¢, 2, & dunque su quella di indice e: « 1l
« sistema delle ellissi E, e quindi la schiera delle coniche omofocali, ammette
« dunque la trasformazione S data da z, = 2* — 2; in altri termini, questa
« schiera costituisce un sistema di imprimitivitd per il gruppo S ».

6. 11 fatto ora motato permette facilmente di indicare la distribuzione
dei conseguenti e degli antecedenti dei punti di 2 nel piano. Se z & uno
di questi punti, e ¢ & 1'indice dell'ellisse passante per z, i suoi successivi
conseguenti saranno sulle ellissi di indici ¢*, 04, ..., 0®", ... 6, come si vede
facilmente, le loro distanze dall'origine # = 0 cresceranno in modo para-
gonabile ai termini di una progressione ultrageometrica
on

Gl i (B o (o

dove ¢ & positivo ¢ maggiore d'uno. In quanto agli antecedenti, i punti (z7)
20\

sono sull'ellisse di indice 7/, o per 7= w0, questa ellisse tende al seg-
mento I'; « i punti limiti degli antecedenti sono dunque sul segmento che
« congiunge i fuochi ». Ma v'é di pit: « Ogni punto di £ ha, come aggre-
« gato derivato dei suoi antecedenti, tutto quel segmento I' ». Infatti, ad z
la (3) fa corrispondere un punto ¢ interno al cerchio C; ai sistemi dei
punti (1), (3), ... (}) , ... corrisponderanno i sistemi di punti

6) Ve A AT

i quali hanno come punti limiti tutti i punti della eirconferenza C. Fissato
arbitrariamente un punto ¢® su questa circonferenza, si pud scegliere in
ciascuno dei sistemi (6) un punto, rispettivamente #,,4s,...,4,,... la cui
successione tenda ad . Ma ¢, avrd in £ il corrispondente

5 1
:E,.=t,.+t—, = 1%72 5 80

e la successione degli z;, tenderd a 2 cos @, che, per l'arbitrarietd di 6, &
un punto qualunque di I'.
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7. L'ultimo risultato ora indicato pud enunciarsi nel seguente modo:
« Se con &, &, .. 8,, si rappresenta l'uno o l'altro dei due segni 4 0 —,
«3e 2 & un numero qualunque complesso, o reale maggiore di 2 o minore
«di —2, e se infine g & un numero reale arbitrario compreso fra —2 e 2
« (inclusi), & sempre possibile di determinare la successione dei segni &,
« & ,..&,... i0 modo che la successione

sl2+4u, sl f:’e, l‘:’7—+—“:‘ . e;l 245 V2461242, ..
« abbia per limite ¢ ».
8. Dalla posizione w(x) = ¢ risultando @(e(x)) = ¢*, ossia
1
a(z) =1 + R

ne viene, per » intero positivo

an(2) = " + " = 0" (z) + 0" (2) .

cioe

Questa formula, conseguenza della (5) per = intero e positivo, di la defi-
nizione dell'iterata generale di x* — 2 per indice di iterazione » qualsi-
voglia. A giustificare questa definizione, basta osservare che da essa si de-
duce immediatamente la legge degli indici

&m (2n(2)) — Cmin(Z)

per m, n qualsivogliano. La (7) da dunque 1'espressione analitica del gruppo
S continuo.
9. L'equazione di Schroeder
Sz o) — kf(l') 3

ha, per «(z)= z* —2, soluzione per il solo valore 4 =2, e questa solu-
zione, all’infuori d'un moltiplicatore costante arbitrario, & data da log w(z).
In corrispondenza, & log log @(z) la soluzione della equazione di Abel.

10. Per i valori »=1,2,3,.... le espressioni

w'(z) + 0™ (z)
o somme delle potenze simili delle radici della equazione (1), sono i noti

polinomi V,(z), con V,=2 , V,=z, classici nell'algebra e nella molti-
plicazione degli archi ('), legati dalla relazione ricorrente

(8) vv_‘xvv-l +vv-2:0-

(') V. p. es. Serret, Cours d'Algebre supériewre, tom. I, pag. 138 ¢ seg.; pag. 235
e seg. (Paris, Gauthier-Villars, 48me ¢d. 1877).
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Or bene, risulta da quanto precede, e precisamente dalla (7), il fatto note-
vole che codesti polinomi sono iterate (per indice generalmente non
razionale) della funzione 2*—2; precisamente, V, = &.(z), dove
7 & il logaritmo di » in base 2.
Ne risulta, per i polinomi V,, la proprietd che non credo sia stata
ayvvertita :

(9) Vu(Vy) = Vi .

Inoltre, poiché la schiera delle coniche omofocali di fuochi ==2 @& trasfor-
mata in sé dalla sostituzione @, — x® — 2, essa lo & pure da ogni sostitu-
zione 7, = V,(z), per essere questa una iterata — sebbene di indice ge-
neralmente non razionale — della 22 — 2.

Come si & avvertito, la questione trattata in questa breve Nota ha
carattere assai elementare. Tuttavia, essa non sembra priva d’interesse, per
il fatto che un noto sistema di polinomi si presenta come formato da ite-
rate ad indice non intero di uno di essi, ma piu ancora perche mentre una
questione analoga si pnd risolvere per 1'iterazione di un polinomio intero
«(x) qualunque, la soluzione ha indole trascendente di grado elevato, e solo
per condizioni specialissime si abbassa ad avere carattere algebrico elemen-
tare, come nel caso di

(@)= 2t —2%

Matematica. — Su alcune altre formole dinversione colle-
gate col metodo d'integrazione di Riemann. Nota del Corrispondente
0. TEDONE.

It

L. Il desiderio di dave forma definitiva, o. almeno, di apportare un con-
tributo di qualche importanza alle soluzioni di alcuni problemi di mecca-
nica che dipendono da equazioni a derivate parziali del tipo di Enlero e di
Poisson, e, in particolar modo, alla soluzione del notevolissimo problema
di Riemann, del moto di un fluido elastico per onde piane di ampiezza
finita, mi ha condotto alle ricerche preliminari che mi permetto di esporre
in questa Nota.

Le questioni, a cui il metode di Riemann propriamento detto, si pud
applicare, fanno intervenire, ordinariamente, il tempo ed una sola coordinata
spaziale. Ed & stato a proposito, appunto, del problema citato che Riemann
ha esposto il suo metodo d'integrazione. Devesi perd notare che, quando si
tratta di applicare il metodo di Riemarz a problemi concreti di meccanica
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