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MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Superficie del 4° ordine con gruppi infiniti
discontinui di trasformazioni birazionali. Nota II del Corrispon-
dente GiNo Fano (*).

4. La risoluzione in numeri interi di un'equazione omogenea di 2° grado
fra 3 variabili, a coefficienti anche interi, si trova effettuata in lavori clas-
sicl, e, fra questi, gia nelle Disquisitiones arithmeticae di Gauss (art. 299,
IIT) (*). Per l'equazione considerata nella Nota precedente (*),

=4 4oy |- 62z | 6y3 =10,
Y y

poiché / contiene 2 (e cost anche ) solo a primo grado, si ricava

: | . e
x=—%, percid, per valori interi arbitrari di y e s (tali che
T 98

2y + 333=0), si ricava un valore razionale di z, il quale, insieme coi pre-
cedenti, soddisfa 1'equazione /== 0; tale terna pud rendersi intera (se z &
fratto), moltiplicandola per un conveniente medesimo intero. Si hanno cosi
tutte le soluzioni intere di /=0, per le quali 2y - 33 4= 0; mentre per
2y 483 =20 si ha soltanto y =5 = 0, 2 arbitrario. Queste soluzioni sono
compendiate nelle formole di Gauss:

\ ®=—Fk(3pq + 2¢*) = — kg (3p 4 2¢)
@) Y= k(3pg +2p*) = kp(2p+ 3¢)
t 3= k(@pg+3¢")=Kkq(2p+39)

() Presentata nella seduta del 4 giugno 1920.
(*) Ges. Werke, Bd. I, pag. 360.
(*) Questi Rendiconti, pag. 408.
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Concludendo: Per avere i fasei di curve ellittiche irriducibili della su-
perficie F*, & sufficiente dare nelle (4) a p e ¢ valori interi primi fra loro;
e arlk

il valore 5, se p e ¢ sono entrambi dispari, e » non multiplo di 5;

" L, 80 p 6 multiplo di 5, e p e ¢ non entrambi dispari;
" i=, 86 p, ¢ sono entrambi dispari, e p multiplo di 5;
» I in tubti gli altri casi.

Si potrd inoltre supporre positivo uno determinato dei numeri p e ¢,
poichd &,y ,s rimangono inallerati se p e ¢ si cambiano di (solo) segno
entrambi. Per p =0, e quindi ¢ =1 (se deve essere primo con p), oppure
g=0, p=1, si hanno rispett. i due fasci di cubiche |y,| e |y.|.

5. Affinché la curva ellittica zy, 4 yy. + 2C di cui alla Nota prec.,
e dove z,7,s hanno valori dati dalle (4), sia effettiva e irriducibile, i
parametri p e ¢ devono ancora soddisfare a ulteriori condizioni. Ci limitiamo
a stabilirle nell'ipotesi di p ¢ ¢ entrambi positivi, perche gia si é detto po-
tersi cosi supporre per uno fra essi, mentre 1'altro, come vedremo, pud ren-
dersi tale applicando 1'involuzione 1.

[ tre moltiplicatori di % nelle (4), cioé i coefficienti dell'espressione

(5) (bg* — 3pg) 1 + (p* —3pg) v + 2pq . C,

dovendo annullare la forma /, a coefficienti tutti positivi, non potranno es-
sere tutti e tre del medesimo segno. D’altra parte il terzo, 2pg. essendosi
supposti p e ¢ positivi, ¢ certo positivo. B i prirai due, se la curva in pa-
rola & irriducibile, non possono essere entrambi negativi. Invero, la somma
dei tre coefficienti vale (p —2¢)*-}¢* ed & percid positiva; per conseguenza,
indicati i coefficienti stessi rispett. con —a, , — @, (negativi) e a, (positivo),
sarebbe a3 > a, -+ a,, e la (5) potrebbe scriversi

a,(C—y1) + as(C—1ps) + (as—a1—a C=airi+asr:+ (a3—a,—a,)C

con coefficienti tutti positivi; con che & manifesto trattarsi di un sistema
riducibile, contenente un multiplo delle sezioni piane, e solo virtualmente di
grado zero. Il risultato permane anche se @, od @, fosse nulle.

Per una curva irriducibile, fra i tre coefticienti della (5), ve ne sard
dunque sempre uno, e uno solo, negativo; e questo sard uno fra i primi due.
Quest'uno sard inoltre, in valor assoluto, maggiore del terzo; poiche, se fosse
negativo ad es. il primo, indicati i coefficienti con — a, (negativo), a., as
(positivi, e a, eventualmente anche nullo), nell'ipotesi a5 = a,, la (5) po-
trebbe scriversi

@ (C—y) + sy + (as—a) C=a, 7, -+ aeye +(as— ) C

e si avrebbe di nuovo un sistema riducibile.




Se il primo coefficiente della (5) (ciod Hg* — 3pg) & negativo, e supe-
5¢° > 2pq; e percid, essendo ¢

viore in valore assoluto al terzo, si avrd 3pg
positivo, p > 5¢. Se invece le stesse condizioni sussistono pel secondo coefi-
ciente, sard 3pg — p* > 2pq . ossia p < ¢.

Afinché dunque la (5) (con opportuno coefficiente %) stu wna curva el-
ittica effeitiva ¢ irriducibile, dovra essere verificata, per p € q Positive,

)

una delle due diseguaglianse
p>5¢ oppure p<gq.

6. Le trasformazioni I, F, . Iy costruite al n. 2 della Nota prec., mu-
tando la forma / in se stessa, e percid ogni soluzione intera dell'equazione
0 in aitra consimile, si rispecchiano in trasformazioni dei parametri

che & facile assegnare.

Per l'involuzione I, ci riferiamo alle formole (2a) del num. ecit., po-
nendo in esse, in luogo di =,y , 5. 1 valori dati dalle (4). Si ha cos)

’ . 2 2 ' — kit L Snn) N G |
= £ (9q — 3y Yy =K(p° + opg § = A._}h/_

espressioni che differiscono dalle (4) solo per il cambiamento di segno di
uno (arbitrario) dei parametri p.g (e supporremo sia g. ritenendo invece
sempre p = 0). L'involusione 1 mu ertanto il purametro q 7 (la-
sciando invariato r)

Similmente, dalle formole (24), colla stessa sostituzione, ed eseguendo

alcune riduzioni, sl ricava

/s

— ':]L *:,)2__;).1,“/ *'..’/)l:- ‘r=’11.;/).__3/'(11+._)/”€

s =k.2p(q + 2p

L trasformasione Ty muta il pirametro q in ¢ + 2p (lasciando an-

Infine le formole (2¢) dinno

=k{5¢*—3(; — 10¢) ¢} ,_—: -—‘LH/)"—.M/}_lU//)/IE
i=k.2(p —109)q:
vale a dire: La (rasformasione Ty muta p in p 4+ 104, lasciando invece
invariato
Le operazioni [. I, Iy operano dunqusz sni pavametri p e ¢ mediante
e sostituzioni lineari
\ =D —_— 7 e
I ' r. ! P r WP =p + 11);/
{ = — / 7 = 2p e g = q
r =1,q= ] k=1) al fascio
101 1 = = 2 =14 =5 =4, come ippunto
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il che, d'altronde, & inerente al fatto che il rapportog pud considerarsi
come coordinata proiettiva sulla conica f=0. Sopra questa conica, la I
determina 1'involuzione avente gli elementi doppi p=0,9=1 e p=1,
q =0 (ciod i fasci [y,|  [ys|), mentre I', e I, determinano proiettivita pa-
raboliche cogli stessi due elementi, rispett., come doppi ().

7. Consideriamo ora sulla superficie F* un qualsiasi fascio di curve el-
littiche effettive, irviducibili, le quali corrisponderanno al tipo (5), con un
oventuale coefficiente /4, e per certi valori interi di p e ¢, primi fra loro,
il primo dei quali pud supporsi positivo.

Se ¢ & negativo, si applichi a tale fascio 1'involuzione I; il fascio tras-
formato corrisponderd al medesimo valore di p, e al valore eguale ed op-
posto al precedente, percid positivo, di ¢. Si indichi con [d| questo nuovo
fagsio, e eventualmente lo stesso fascio precedente, se il primitivo ¢ era gia
positivo. Per tale fascio |d| sard p > 5g, oppure p <gq.

Nella prima ipotesi, si applichi a |d| l'operazione I';' (inversa di I%),
eventualmente pitt volte di seguito, finché, per la prima volta, la p corri-
spondente al nuovo fascio (la quale p percorrerd la progressione aritmetica
p—10g, p—20¢,..) risulti inferiore o eventualmente anche eguale a 5g
(avvertendo che la ¢ rimarrd frattanto invariatu). Per questo nuovo fascio,
la p sarh certo compresa fra - 57 e — 5¢, incluso il primo limite, potendo
tuttavia essere positiva, negativa, o nulla; perd questultimo caso si presen-
terd solo se inizialmente ¢ = 1 (se no i primitivi » e g non sarebbero stati
primi fra loro). Se detta p & negativa, si applichi ancora, a seguito, I'invo-
luzione I, rendendo per tal modo positiva la p. Hssendo pertanto ora la p
positiva ¢ = 5¢, essu dovra anche risultare necessariamente < ¢ (ultimo
enunciato del n. D).

A quest'ultimo fascio (se la sua p non & nulla), e cosi anche al fascio |d|
di cui sopra, se per esso, anziche p > 5g, & p<g, si applichi 1'operazione

() Le trasformazioni birazionali (non cicliche) del tipo di I'y e Iy, aventi per tra-
iettorie 1e curve ellittiche di un fascio ||, e costruite col procedimento Enriques appli-
cato al n. 2,%) della Nota prec., non possono lasciare invariato, sulla superficie di cui trat-
tasi, messun altro sistema lineare di curve; perch® se no, sopra le y, i gruppi di punti
segnati da queste ultime curve verrebbero trasformati in gruppi equivalenti; e allora
anche i gruppi di punti che, per ipotesi, si erano supposti avere i rispettivi multipli
tutti incongrui (al n. 2 cit. erano A B+ C ed M) piu non sarebbero tali. Si tratta
dunque di operazioni che, nel campo ternario, non possono lasciare invariato nessun puuto
ulteriore della conica f= 0, all'infuori di quello che & immagine del fascio |y|; perchs,
se un altro punto unito vi fosse sopra /=20, esso sarebbe anche razionale, e percid im-
magine di un sistema lineare effettivo, di grado virtuale zero. Tali operazioni determinano
percid necessariamente, sopra f= 0, sostituzioni paraboliche; e i gruppi che le contengono
sono, per conseguenza, « commensurabili » col gruppo modulare [Klein-Fricke, Vorlesungen
dber dic Theorie der automorphen Funktionen, Bd. 1 (Leipzig 1897), pag. 5187
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I (inversa di ), eventualmente piu volte, finché la ¢ x‘m'rl.spondonl&' al
nuovo fascio, percorrendo la successione g — 2p,q —4p, ..., risulti per la
prima volta = p (mentre p stessa rimane invariata). L'ultima ¢ sard per-

tanto compresa fra p o —p; e se & negativa, la si renderd positiva ap-

plicando ancora, a seguito, l'involuzione 1.

(o nulla) e = p; sard pereid di nuovo p >d¢. E allora, se | ultima ¢ non

¢ nulla, si riprenderd da capo il procedimente.
Poicheé i numeri » e ¢ vanno, alternativamente e gradatamente, dimi-

Dopo di ¢id la ¢ sard positiva

puendo di valore assoluto, il procedimento avrd certo termine; e terminerd
quando uno di essi sard ridotto a zero. Allora l'altro risulterd certamente
eguale all'unitd (se no i primitivi p e ¢ avrebbero avuto massimo comun
divisore > 1); e il fascio corrispondente sard |y, oppure |yef.
Concludiamo: Qualungue fascio di curve ellittiche, effettive e irridu-

cibili. esistente sopra la superficie F*. si pud ricavare da uno dei [fasci

yo| con un prodotto di trasformasioni 1, I ,T,.

di cubiche |y,| e |y: ]

8. Riesce ora facile un ultimo passo, per accertare che il gruppo com-
plessivo delle trasformazioni birazionali di F* si pud generare colle sole tre
operazioni sopra menzionate.

Infatti, una qualsiasi trasformazione birazionale S della superficie F*
muterd il fascio di cubiche |y, in un certo fascio di curve ellittiche, effet-
tive e irriducili, |d/. Applicande a |d una conveniente successione /7 di
operazioni I, I, e I'y (in conformitd del num. prec.), trasformeremo o
stesso di nuovo in uno dei fasci di cubiche |y,| e |ys|; e supponiamo di averlo
trasformato in y, (vedremo anzi tosto che deve essere cosi). Il prodotto S. 77
sard pertanto una trasformazione che lascia fermo il fascio |y,[; esso dovra
quindi mutare le y, in curve del tipo (5), con un eventuale coefficiente 4,

le q al pari delle y,, incontrino le y, in 2 punti; cid che si esprime
colla relazione:

e |:\A£—»J., g) -V + (p"— 3pgq) 2 - 2' -3 s — 2
ossia 4p* =1, soddisfatta solo per #=p=1. Ora alle coppie (1.¢) cor-

rispondono, per ¢ pari (positivo o negativo), i fasci ottenuti da |ys| appli-
cando ¢:2 volte I'operazione I',; mentre per 4 =1, e conseguentemente per
ogni valore dispari di ¢, si hanno sistemi riducibili (|y, —y, 4 C
=|y, + 7:/. e suoi trasformati). Applicando dunque ancora una conveniente
potenza (megativa o positiva) di F,. giungeremo a una trasformazione che
lascera fermi entrambi i fasci di cubiche |y,| e y2': e questa, per quanto
é detto al n. 2,4) della Nota prec., non pud essere che la I, oppure la
identita (1).

(*) In altri termini, 'nltimo ragionamento prova che ogni trasformazione bira-
z.onale di F% la quale lasci invariato il fascio di cubiche 71|, # un prodotto di opera-
zioni I e Iy; pii particolarmente una potenza di I'y, o il prodotto di una tale potenza

per I, secondo che sulle 7, essa subordina una

trasformazione di 2* o di 1» specie,




— 41 —

Non & possibile invece che dal fascio |d], trasformato di |y,| mediante
la S, nasca, con un prodotto di operazioni 1, I', e I, il fascio |ys|, an-
zieh® di nuovo |y,|; perché, in modo del tutto analogo, si giungerebbe al-
lora ad una trasformazione birazionale di F4 la quale, anziché lasciare in-
variato ciascuno dei fasci |y,| e |y., 1i scambierebbe tra loro; e questo sap-
piamo che non & possibile (').

Pertanto: 70 gruppo (infinito, discontinuo) (*) di tulte le trasforma-
gioni birasionnli delln superficie B4 ¢ generato dnlle tre opertziont I,
T v okl

I ovvio che, come operazioni generatrici di tale gruppo, si possono
prendere anche le tre dnvoluzioni I, 1., e 1-Iy; queste ultime due, come
venne incidentalmente osservato al n. 2, #) della Nota prec., consistono nella
proiezione doppia di ogni cubica y, o rispett. y, dal punto tangenziale di
quello in cui essa si appoggia ad 7., o rispett. ad 7,.

Il gruppo anzidetto si rispecchia in un gruppo oloedricamente
isomorfo di sostituzioni lineari intere, di modulo ==1, della forma
[=43* + 4ay + 6wz | 6yz , generato dalle sostituzioni (27), (2b) e (2¢)
della Nota prec. Quest'ultimo gruppo mon & perd il gruppo totale di tras-
formazioni lineari intere della forma f; e nella Nota prec. vennero appunto
indicati due tipi di sostituzioni lineari contenute nel gruppo totale della
forma £, e che non sono immagini di trasformazioni birazionali sopra F*.

(*) In luogo della relazione kp*=1 si troverebbe, nel caso attuale, 5kg* =1, che
ammette 1'unica soluzione k=1/5, ¢=1. Alla coppia (p,1) corrispondono, se p & mul-
tiplo di 10, il faseio |y;| (p=0) e i suoi trasformati mediante potenze di I'y; e, negli
altri casi, sistemi riducibili. Basta infatti’ verificailo per p compreso fra —5 e 53
percid anche solo per 0 <<p =5
né p>5¢q.

(%) E anzi impropriamente discontinuo, perche in un intorno comunque piccalo di

; e in questi casi, essendo ¢=1, non & né p<q,

un punto generico di F+ (e pin particolarmente sulle stesse curve y; € 7 passanti per

tale punto) esistono punti distinti dal primo e ad esso equivalenti.

Rexprcontr. 1920. Vol. XXIX, 1° Sem. 64




