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abortiscono. e solo in qualche caso arrivano anche a completo e normale
svilnppo.

[To tentato la impollinazione artificiale servendomi naturalmente del
polline di altre razce di Melo, e le mele provenienti dai fiori cosi impollinati
hanno portato semi, che ho raccolto con cura e mi propongo di seminare per
vedere che piante di Melo verranno fuori. Su cid riferird a suo tempo.

Mi sono qui limitato a questi brevi cenni delle mie ricerche, che altrove
saranno esposte pilt ampiamente.

Analisi matematica. — Sur une classe d’ensembles parfaits
discontinus. Nota di ArRNaAUD Densoy, presentata dal Socio Viro
VOLTERRA.

Je demande respecteusement & 1'Académie la permission de Iui sou-
mettre les considérations suivantes.

Sur un intervalle &'’ soit un ensemble parfait P, d’extrémités « et &,
et tel que les semi-contigns a'a, 6" bordant P soient au moins égaux 2
tout contigu quelconque de P, I'un des deux semi-contigus étant au plus
égal & b—a (V).

Nous dirons que P présente lo caraciére (A) si dewa intervalles contigus
ou  seni-conliqus t{///’]t'ru/r///r_'x de P sont \'(?juu'lﬁx par un seqment au moins
é(/rl] n longuewr /l]u\‘ pelit de ces deux inlervalles.

Ay étant un nombre positif donné, soient e, un point quelconque de P,
et f1 =, + 4. (On pourrait prendre le signe — devant 4,, & la condi-
tion de continuer ci-aprés constamment ainsi).

Si g n'est pas sur P, mais si 8] est & gauche de /. soit g, 1'extvé-
mité droite de 1'intervalle contigu w;" contenant gi. (On pourrait prendre
pour B, l'extrémité gauche de 2", et alors on envisagerait ci-apres constam-
ment des extrémités gauches de contigus). Soit &) déterminé par o]+ 1,=24, .

Si ¢«; n'est pas sur P, soit a, l'extrémité droile de 1’ intervalle con-
tigu «; contenant &;. Nous construisons @ = @, - 1,; et ainsi de suite.

Les opérations ne s’arrétent que dans deux cas; ou bien, si un point
By est a la droi‘e de &; ou bien, avant que cette circonstance ne se produise,
si nous trouvons un point accentué e, ou g appartenant & P. Dans le cas
ou les opérations ne s'ariétent pas, il est évident que les suites (e, , @)

() Je distingue 1'intervalle ab (ensewble a <<z < b) dun segment ab (ensemble
a=ax <0). Un wntervalle contign & 1'ensemble parfait P est un intervalle sans points
communs avee P, mais dont les dieux extrémités apparticunent a I’. Un intervalle sans
point commun avee P, mais dont une extrémité et une scule : ppartient & P sera dénommé

intexvalle semi-contigu a I,

]
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et (8, ,Pp) tendent respectivement vers deux points y et o appartenant & P
et dont la distance est 4,. Un tel couple est donc mis en évidence dans
tous les cas, sauf si un point 8, vient & droite de &. Il est & remarquer que
ce couple est, parmi tous ceux qui vérifient les conditions d —y=12,, «, =y,
celui ou y et d ont respectivement les plus petites valeurs.

(Considérons les deux sunites constituées chacune de points distincts (en
nombre impair par exemple, la parité étant indifférente):

@) 5100 Oy sy By Dy B e B G i B B e e

Deux lettres @, 8 occupant le méme rang dans les deux suites, ont le
méme indice, l'une est accentuée, l'autre ne l'est pas, et elles désignent
deux points dont la distance est 4,. Les deux suites forment done deux
figures égales.

Je dis que chaeun des intervalles intermédiaires de li <uit
’ ' ’
(rz1 @) (e, o) il o, 5
rpasse en longueur Uun a noins des deux intervalles ani lui sont (/(/jr'(' nis
T 0 T | s e T

Nous montrerons successivement: 1°) que 1 intervalle @, e, Surpasse
I'un au moins des deux intervalles @, a, et apa,,, si p=2,.., ou u;
et 2°) que l’intervalle a;,., surpasse 'un au moins des deux intervalles
ey, et ap ey pour p=1, ..., ou'(n—1).

Les lettres accentuées désignent des points étrancers & P. Soient respec-
tivement u, et u, les intervalles contigus 2 P contenant a, et f. Up 2
pour extrémité droite @,.,, comme #, a pour extrémité droite fp. On a done
//;, = (‘;z((;)-*l et //:/' > I))/’u'_}[ -

1°) L'intervalle #;_, est séparé de u, (p=2, ..., ) par un segment s,
dont l'extrémité cauche est e, et dont l'extrémité droite est intérieure i
I"intervalle a,c,, puisque «] est intérienr 2 #,. On a évidemment

r

’ ' it = ,
Up— o> Cp1@p  Up > Cplpey , S5 < ape

Mais, P présentant le caractére (A).s, est au moins égal en longueur
a l'un des deux intervalles #,_, et #.. Done. w,.uf, surpasse 1'un au moins
des deux intervalles adjacents a,_ a, et e,

2°) On démontre exactement de méme que, des deux intervalles 8.3,

et Bp+18pr1 coutenus respectivement dans ) et #7.,. l'un au moins est

surpassé en longueur par #,8).,. qui est supérienr an segment s, séparant
up de u,,,. Mais PoPp = apay , fpPpa = apa

p+1 s ,A’,ri—ll.}luri = Cp+1Cpyy .
La seconde partie de 1'énoncé est done établie,

” suit di: ]‘LJ que le intervalles /"/://‘:' pai la s hdivi on

'

’
C) @)y O g .ee y Opy s Opy
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vonl constarmment en décroissant, si le premier surpasse le second. Car alovs,
le second doit surpasser le troisitme (pour surpasser 1'un au moins du pre-
mier et du troisieme), qui doit surpasser le quatriéme, et ainsi de suite.

Dans le cas le plus général, la suite d'intervalles considérés peut com-
prendre un terme maximum, ou deux termes maximums adjacents, et les
autres termes décroissent quand on s'éloigne de part et d’autre de ce ou
de ces termes maximums (qui peuvent coincider avec le premier ou avec le
dernier intervalle).

Ces préliminaives étant posés, nous pouvons énoncer les propositions
suivantes relatives & wn ensemble parfait P présentunt le caractére (A):

I. Quel que soil le nombre A wu plus égal @ b — a , P contient deuz
poinis dont lv distance est A .

Soit en effet o, =a.

Le segment a,a; contient et surpasse le segment s séparant o'a de w},
lequel contient et surpasse «je,. Or, par hypothése @’a et &4 ne sont infé-
rieurs en longueur & aucun contigu de P. Done, sj = u] (caractére A), et
par suite @, @ > ele@.. Donc, tous les intervalles séparés par les suites
(@p . @) et (B . f,) vont en décroissant.

Je dis que les g étrangers & P demeurent tous sur ab. En effet, il
en est d'abord ainsi de @i, d'aprés fi—a=21<b—a. Dautre part,
si @, est sw b, lextrémité droite p, du conmtigu contenant g/ est &
gauche de 4. Si g, est a gauche de 4, on a B,8,> Bufiri. O,
BB <y . u, est séparé de b6’ par B,b, au moins égal & . (caractére A).
d'aprés w, < bb'. Donc. Bupusy < fub. Done, B, Shs, est & gauche de &.

Donc. que les suites (a,a') (8,4') s'arrétent ou non, elles mettent en
évidence un couple (y.d) situé snr P et tel que d—y=2.

Le méme raisonnement permet de montrer:

1%, 8i w el v sont deuz intervalles contigus ou semi-contigus o P, sé-
parés par le seqment e (a el B appartiennent a P, a< B), el st uel v sont
. moins ('u/u/./' a chacun des intervelles contigus a P /'m,/[u'[x enlre a el ‘d’
il exisle /,’h-]!//"‘ soil le nombre ,{I u /;],u\‘ /'_//.7 a f—a, den points de P
situés sur le segment ef et dont lo disiance est égale a A, .

IT (conséquence du précédent). Si w el v sonl deux inlervalles contigus
ol ‘<I’,I/l.—(:lﬂ11//“(//(,&‘ a P, sépwés par un segment «f, il exisle, quelque soit le
nomhre o, au plus égal d w el @ v séparément, deuz points de P situés sur af
el dont lu distance est égale a 4,.

Soit par exemple » a gauche de », avec w = » (en longueur) et soit »,
le contigu le plus voisin de » & sa droite, et dont la longueur vaut au
moins ». v, coincide avec v ou est compris entre » et ». Le segment ep,
séparant » de », vaut au moins » (caractére AY, d'apres z < p. 1l suffit
d'appliquer & af, la proposition 1°%,

[11. Si Uintervalle w est contigu a P et si, sur un seqment adjacent d u
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et de longueur 1L, P ne posséde pas de contigu ni de semi-contigu donl l
longueur surpasse w, il existe alors, quelque soit Ay vérifiont u <Ay <1+t u,
deux points de P situés de part et d’autre de w, el dont lao distance est
égale a As.

Soient 8 et « (8 < @) les extrémités de «. Posons @ = «, , ] = a — A4
(w < As), et soit B, I'extrémité droite du contigu contemant g1, si By est
étranger & I’. Comme dans 1'étude préliminaire, les deux subdivisions
(@p,@p) s (Bp, By) progresseront vers la droite, mais cette fois, la seconde
sera & la gauche de la premiére (et non pas & sa droite).

La démonstration se compose encore de deux parties, 1°) on a ae; > @), ,
si e n'est pas sur P; 2°) 8, et 8, restent & gauche de 8. quelque soit p.

En effet: 1°) D'aprés A, < u 4 £, le semi-contigu 2,3, est par hypothése !
au plus éoal & «. Done, d':lprbs .\‘;<(cul' :,.)’;,J‘K, on a S:<Zl. Done (ca-

ractere A) s; = u;. De aja, < u; résulte aa; > aja,. 1
Done, les intervalles des subdivisions (e, . a,). (8p8,) vont décroissant 1,
en longueur, tant qu'un «, ou un 7, n'est pas sur P. |
20) L'inégalité 2, <2 s3 démontre de prochic en proche. D'abord, I

—

g1 < B résulte de « — g = 43 > u— a — B. Si maintenant 8, < B, on a: ‘

en évidence, 8,8 < u,. puis u, < u, par hypothése, d'ou 8,3 = u (ca-

Puf
1actére A), et enfin 8,3, < B8,8. Or, nous avoas établi (1°) 8.8, > Bnfne: -
Done 38, < B:3. Donc B3,., est & gauche de g. Lui proposition III
résulte de la.

IV (conséquence du précédent). S7 u st wun intervelle contigu a P, il

exisle. qu //A('r/ 3011 ),‘ ver /f'///' U< ).4 < Ju, deua ‘//H/Ir’\' de P situés de /r.//
‘ et d’autre de wu et dont lu distance est l‘_
Ay 4 S+ 1 - 1 3 c
Car, si » est 1'intervalle fa, et si «, =g 2u, le segment & g ne

peut pas contenir, en vertu du caractére (A), d’intervalle contigu ou semi-

contigu dont la longueur surpasse ». La proposition III s'applique done.

Matematica. — Spaz/ che ammettono unu traslazione infini-
tesima lungo le linee di lunghezza nulla. Nota di 0. Onicescu,
presentata dal Socio T. Levi-CiviTA.

1. In una Nota precedente abbiamo definito come traslazione infinite-
sima un movimento elementare di uno spazio (di natura metrica qualsiasi)
che sposta le direzioni con parallelismo di Levi-Civita, lungo una congruenza
di trajettorie.

Crediamo opportuno & riprendere, sotto una forma piu semplice, i cal-
coli di quella Nota. avendo in vista di considerare ancha il caso nel quale
le trajettorie sono linee di lunghezzn nulla dello spireio.




