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Matematica. — Suliu superficie del 4° ordine a conica dop-
pia. Nota di A. Dr Ri, presentata dal Socio CREMONA.

« In questa Nota & trattata 1a superficie del 4° ordine a conica doppia
come superficie fondamentale di un connesso punto-piano (1, 2) specializzato,
@ come superficie polare congiunta rispetto ad un connesso piano-retta (2,2

. 5y ¢ et . . .
e ad una quadrica. I inoltre costruita, la superficie, per forme proiettive (1).
§ L

« 1. Un connesso punto-piano (1, 2) specializzato in modo da avere una
sviluppabile di 3* classe di piani singolari, decomposta in un fascio di 2° or-
dine di una stella (E) ed in un faseio di 1° ordine (7), pud essere con una con-
veniente sostituzione lineare ridotto alla forma

Pane = Pa (Up wyr — wgr Uny) ~ U (P Uy — i 1) = 0 (1)
ove uy =0 & I'equazione di E, ug Ut — UBr U,
I
cul appartengono il faseio di 2° ordine o quello
W =l o Al

= 0 quella di una quadrica
di 1° ordine; ed ovesi ba.

ﬂi'_ﬁi )7 Yi—ri=¢. (2)

2

Allora il connesso ha anche un punto singolare : il punto &= (pgr); (i=1, ..., 4)
comune ai piani p, = 0, (=0

= ().

« Per meazo di ¢,,, e per essere
lavt = lo+l: = to+ (lpgr) = t,
(t=p.q.7)

al punti di unma stessa retta, uscente da &, corrisponde sempre lo stesso iper-
boloide; si pud, dunque, ritenere la (1) come riferente fra loro le rette di &,
e lo quadriche inscritte nella sviluppabile (E) - (7); cosi, per ogni retta si
ha una quadrica, e per ogni quadrica una retta, e questa corrispondenza &
proiettiva, perché ponendo
T =& + Ay + uz; (=1, d)
si ha:

lo == leyep: = My +pt:  (t=p,q.7);
e quindi, mentre » deserive il piano €yz, la quadrica corrispondente varia
nella schiera

Ay —+ pgz, = 0.

(*) Per uno studio elaborato intorno alle superficie del 4° ordine a coniea doppia, e
per le notizie storiche intorno alle medesime, si pud consultare la dotta Memoria del Segre
ins. nei Math. Ann , 1884. Come lavori pitt recenti si hanno una Memoria del sig. Berzolari, pub-
blicata negli Annali di Mat. del 1884, ed una traduzione italiana (del sig. Loria) di una
Memoria dello Zeuthen pubblicata nel 1879 in occasione delle feste pel centenario del-
I'Universitd di Copenaghen (Ann. di Mat. an. 1884). Vi @ anche una Nota del Cosserat
sulla Ciclide di Dupin, ma & di geometria infinitesimale. (Annales de Toulouse, 1892).
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« Noi indicheremo con (T) la rete tangenziale delle quadriche inscritte
nella sviluppabile, e con (P) la stella di centro & o possiamo allora dire,
in virty dei risultati precedenti, che tanto & cons siderare la
ficie fondamentale di .., quanto cons side superficie
lle intersezioni delle quadriche di (T) colle corri-

super-
rare la

luogo de
spondenti rette di (P).
« L'equazione della superficie fondamentale-di ¢, si trova soddisfacendo

insieme alle equazioni di polaritd
VP :
= (=1, ..., 4)

ol —
IR
ed all'equazione d'incidenza
T g — = s
ponendo percid
Bivs—Bive+Bryi— Bryi= A (3)
Ox T'n & o= h., ® (4)

ver tutti i valori di 7, 4 da 1 a 4, tale e uazione sard:
L 1

2D he ™ Aypr+-aha QRSN A apetttshe M4, he® Ay Pa—t+hy M=+ O @
) ¢ A, ——¢ D+ ghe (P Asspz + B D -cegh A\_v./'_.-ﬂ—lu/v,-k-“-n-u;llv,.\*‘ a
)~y \ gz (= ) AggPait Yaghe® APt —+ashy, ) 2y
-, ) Ags tehe(® AgePa—ias he® Appathe® iy @
2 's iR 0
« Questa & del 5° grado, ma é& facile vedere che da essa si stacca il
fattore ; Ponendo, in fatti, p.— 0 tale equazione dd identicamente :
:.\:\‘; Z; &x =9
we ©a @ il minore complementare dell’elemento «; he® —— e ™ mel deter-
minante |e; he® —— e h"|, poiche @& identicamente :
g h® + ap b aghs® - ap he'®  aphe® — ay by |=0
3 = (—1)+* et he'® + ache'® @ b9 +a; Be® | arha® =, by P
g hy® — aghe® e hy® 4+ aqghy'®  aphy® - eq by
jaef. kbed essendo due permutazioni qualunque dei numeri 4 (1.

L'equazione residuale assume la forma

D .A//u.: + & . P ,\\ =3

~

e

pio in P, poiché le coordinate & di P, mentre annullano z.,

questa rappresenta percid una superficie del 4° ordine con un punto dop-
annullano a

(1) La proprieta che dalla (5) si stacca il piano pr= 0 risulta, del resto, anche dal
. Per mezzo della (1) al piano pr=0 (’url‘i\[lnn(]unn tutti i piani

e la seconda ha il

ragionamento seguente
delle due stelle uz =0, 7z us — gzu:=~0, la prima delle quali & fissa,
sntro variabile, su 7, con z; ogni retta 111 E taglia percid p-==0 in un punto che pud
essere assunto come punto della superficie fondamentale di ¢zy; da cui segue la veritd

dell'asserto.

e e
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1o grado € ed a 2° grado &. Vedremo subito che questa superficie possiede
‘ una conica doppia.

i

‘ « 2. Poiche prendendo tre punti @i, &;, ¢i (i =1, ..., 4) sulle tre co-
stole ¢, 7p, pg del triedro dei piani p, =0, ¢, =0, 7, =0 si ha

Po=(bekz) =3, (o= (cakz)=3,, 7ro= (abtz)=SQ;,
noi possiamo nell'equazione (5), e, quindi, per cid stesso nell'equazione (7),
al posto delle p., ¢», 7 sostituire ordinatamente J,, J., 3. Rimpiaz-
‘ zando allora anche le x,,...,z, con le u,,..,u,, con che le D, ¢, &
w diventano di 0°, 1° 2° grado -nelle 3, e di 2° grado nelle «, 'equazione (7)
fornisce 1'equazione :

D.J32+E.3+F=0 (8)
dove le D, E, F sono le ®, G, ¢ di prima modificate nel modo detto. Ne
segue, non tenendo piu fisso ora il punto &, ma considerando la (8) come
un'equazione fra le # e le coordinate della retta £z che appariscono nella (8)
per le sostituzioni

St =Z=(bC)ixpim, Jo=Z=(CO)ikpim, Is==(ab)ixpin, ()
j che la (8) medesima rappresenta un connesso piano-retta (2, 2). Prendendo,
rispetto a questo connesso, e rispetto alla quadrica

———

4

i) )
' 5}
,j la superficie polare congiunta, siccome le # della (8) devono venire rimpiaz-

zate con le z corrispondenti, si ricadra sull’equazione (7), che noi ora man-
terremo scritta nella forma
! DSt CLSi = =0 (7)

« Ne concludiamo che la superficie del 4° ordine data dalla (7),
oltre ad essere fondamentale pel connesso (1) ed al prove-
nire per mezzo della rete (T) e della (P) proiettivamente ad
essa riferita, proviene anche come superficie polare con-
giunta rispetto al connesso (8) ed alla quadrica (9).

« Segue da questo che il luogo delle tangenti in P alla superficie ha
per equazione la stessa equazione (7') quando, cambiando le 2 nelle &, e
viceversa, si mantengono fisse le & e variabili le #. Questo luogo si compone
di una coppia di piani, in generale distinti, poiché e zero, col suoi minori
del 3° ordine, e non con quelli del 2°,il determinante delle 4 equazioni lineari:

S > RIS
@D+ 6) 2§, 2> I

« Il punto P ha, dunque, una coppia di piani polari congiunti; e poiché
una superficie polare congiunta & luogo di punti i cui coni pelari congiunti
passano pel punto, sulla superficie esisterd un luogo di punti le cui coppie

..

=0 (i=1,..,4).

Renprcontr. 1893, Vol. II, 1° Sem. 28
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di piani congiunti passano tutte per P; e questo ‘hmgn f‘ una conica poicho
le rette comuni ai piani delle diverse coppie sono in un piano. La superficie
del 4° ordine che stiamo studiando ¢, adunque, @ conica doppia.— Questa
proprietd risulta, del resto, anche dalla relazione .pl'\iwlll\:l fra .lu rotte di (P)
e le quadriche di (T); poiche, essendo a base dlv('l‘.) l.lll;l svflnppuhilu de-
composta (B) + (), di (T) fanno parte tutti i piani di () ciascuno consi-

1 ‘1 0 \ 1 > he corris IS
derato come doppio. Trovando, percid, le rette di (P) che corrispondono ai

piani di (») nella (T) A (P), queste saranno anch'esse 1n un piano, e eiaseuna
incontrerd il piano corrispondente in un punte, che, come ritroveremo in
base ad altre considerazioni, & doppio per la superficie e genera una conica
che passa per P ed & appoggiata ad .

§ IIL

La equazione (1), pud essere scritta nella forma

N r
R 3 Uyt — UBr Uy) *\\\:(':".—”l ’1) = s (%a "'»‘*"1’(.\)":'); (I)
ne secue che, tanto & considerare il connesso ¢, quanto considerare il si-

stema simultaneo delle equazioni

(o) Ay —— nug VUS 0
(0')= Auy 4+ nug -1uyr—=0 ’ (10)
(P)=23,+ uJs+ 1J3=0 \

tri variabili; ciog, le scambievoli relazioni poste per

ove A, u, ¥ sSono

mezzo della (1) o (1") fra le .z e le « sono le medesime di quelle poste dalla

simultaneitd delle equazioni (10) per tutte le possibili terne di valori delle
Z. m, v.— Ora, le (10) definiscono un'omografia 2 fra i piani (o), (') ed

nna reciprocitd R fra questi piani e la stella (P): la £ ha un punto unito
in E — (), senza avere unita la retta oo’ =s=1', ed i piani che con-
oiungono rette corrispondenti in 2 sono precisamente 1 piani del fascio di
20 ordine (E), e quelli del fascio di 1° ordine (7). Quelle congiunte dai piani
di (E) passano per E, e sono punteggiate prospettivamente, il centro di pro-
spettiva essendo su 7; quelle congiunte dai piani di (») passano, in vece, pei
punti 7.(¢6, ') =S, S’ e fra esse non sono punteggiate prospettivamente che

le ES, ES" I piani o, ¢’ di (E) congiungono le rette ¢/, ss’ i cui centri di
prospettiva sono ordinatamente S, S'. — La reciprocita R & generale.

« Per mezzo di 2 & individuato un sistema di rette del 2° ordine e
1* classe I', 1 cul iperboloidi sono gli iperboloidi del connesso Gy © CON-
tengono tutti per direttrice la 7. Prendendo uno di questi, e prendendo la
retta che per mezzo di (T) A (P) gli corrisponde in (P), per questa retta
passeranno due piani i quali corrispondono in R ai punti di (o), (¢') nei quali
o, ¢’ vengono tagliati dai raggi di I' che sono generatrici dell’ iperboloide, e
passano pei suoi punti d'incontro colla retta. Un punto, dunque, della super-
ficie del 4° ordine che stiamo studiando, si trova anche alla intersezione di

un raggio di I, e del piano che per mezzo di 2 ed R ¢li viene a corri-
i (=]
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spondere in (P); vale a dire che noj possiamo dare 1'enunciato seguente :
Oltre ai precedenti modi dj generazione, la superficie ne
ammette un quarto: essa puo essere costruita come luogo
delle intersezioni degli elementij corrispondenti di un si-
stema dirette di2° ordine e 1°* classe e di una stella di piani
ad esso proiettivamente riferita,

« Quest'ultimo modo di generazione conduce subito a varie interessanti
conseguenze, di cui ne metteremo in rilievo qualcuna nel paragrafo seguente.

§ IV.

« 4. Su un raggio di 2 un punto ha per coordinate espressioni della forma:

&= Aai (o + ¢') + p (eBi+¢'8/) + v (07 + 0'7%) (11)
(=1 oy 2,
pereid, se s’ indica con M, 1 invariante simultaneo della retta,?z x=ea,p,y)
e della retta M= (A = be, B=¢q, 0 = ab), e si pone
&= Aq. A2 Bg. u2+ Cy.v* 4+ (Ap+By) Au + (B +Cp) pv 4 (Cot-Ay) v2
3= Ay .22+ Bg. u? +Cyrv? 4 (Ag~+By) A (Byr—+Cpr) pr—+ (Coat-Ayr)rd
SOI= B2 As. A~ (B —+ C3) v A, . A

sulla superficie, indipendentemente da o, o si avrd:

5= heti . ® + (s 1)) F — (s~ 217 (12)

(=185 1)
epperd sono queste le formule della rappresentazione parametrica della super-
ficie. — Da esse si vede che, interpretando le 2, @, v come coordinate di un

punto sul piano ¢, p. e., la superficie & rappresentata su questo piano dal
sistema lineare oo® delle cubiche
At ® + (g + vuey) §' — (nupr + iy ) F =0
OVe 2y, ..., %y sono le coordinate di un piano secante la superficie.
« Queste cubiche hanno a comune i 4 punti & =0, " =0, che indi-
cheremo con A, , .., A, ed il punto u =0, » =0, ciod E; e la conica di
questi 5 punti & precisamente la

® = 0. (14)
« Se fra i piani secanti la superficie si scelgono quelli per cui
U = up' Uy = Uy’ (15)

cioé quelli della retta », allora le immagini delle sezioni fatte da questi
piani hanno per equazione
(Ao = pug +ruy). G =0
cioe la conica (14) ed il fascio delle rette
Ata ~ pug + vuy =0 2

us =20

- (16)

e —10 S
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che & quello di centro S. La conica (14) rappresenta un luogo fisso sulla
vficie e sulle sezioni fatte coi piani di ». Si ha dunque che la retta »

supe
& rappresentata da lla conica & =0.

o sulla superficie ed

Questo fatto si pud, del resto (e giova il farlo) far risultare pitt immediata-

mente dalle formule (12). Per un punto (4, &, ») percorrente la conica =0

epperd pel punto di cul esso @ I'immagine si ha:
si=(udi+rs).§ (E=1,..., 4).

funziona da fattore di proporzionalita, si ha addirvittura

: ~ ~7
si ha (y=¢,

< Siccome qui ¥
wo; —+ g ( I e d)
+ 0 la retta dei punti d;, &,

<0
e queste sono le equazioni della retta », perche
siccome risulta dalle (15).
5. Seriviamo pit comodamente le equazioni delle rette date dalle (16),
« ¢ su o sei due paramefri omogenei u, »

utilizzando la (17). Un punto di

soddisfanno alla condizione
. (a3 d) +r.(edys) =0

u = (egys) = (&) ;") R — (1:‘7’;1“) _— (u‘,)’)’p") = (4(17’p")' e
Si avranno percid, per coordinate di S le espressioni
=0 (e3yy) H-si(efsy) (i=1,..,4) (18)

ed in modo analogo, ma queste ora a noi non occorrono, per coordinate di §'
SRty ) (B0 4). Introducendo,

le espressioni 5;=d; (e37y)
quindi, due quaterne arbitrarie di numeri ¢;, 7;, ma fissi ('), col porre
A(dscco) - u (deBo) + v (deyo) = A,
AMdecr) —+ u (de8t) +—» (deyr) = 1. (19)
l'equazione del fascio di rette in quistione sara:
6, NHh+0:n=0
6,:4, essendo parametro variabile colle rette del fascio. — Si ha da cid che,

se s1 pone

$1:8::83 =] (dewg) (de3o) (deyo) ||=| (egp’s) 0 — (Byy'9)
| Rt (20)
(dear) (de3r) (deyr) [|—(ayyd) (Bys'y') 0
e pol anche:
Ci =S$1 Pi T S i 1+ C3 7 (g — 10y
l'equazione della immagine della conica doppia sard
Aea.®o -+ (pea —+rvey) . F'o — (ueg + veyr) Fo =0 (21)

da cui si vede che a tale i acine @ cubieca ¢ . iche
: 1' i _el., che una tale immagine & una cubica che passa per S, poiché
si ha identicamente
Co R Ry g e R S e A Sl ey e L s
$1 Ca (s2 08 S C‘),\“ (n\z/.‘ 5;(“')/%:“
D) Invece di 0i €T ‘Ul-’L]Tlll’lll“ si possono pure pre “.].-rr; ’{] 7 VG ,"x ‘;.I’; ’r,’| , Vi3 p’h}.l"

ma non Bi, §'i ; 7i, 4. Allora, in vece delle (19) si presentano, p. e., le 4(«B3'e )—v(Byy'd)=0

— A (ayyd) _IL.” ByB ;") —
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ove O, Fo, ¥’y sono cid che diventano 1o ®, F, & per A:piv =s,:8,:85;
¢ che appartiene al sistema lineare rappresentativo (')

§ V.

« 6. L'equazione del piano che contiene la conica doppia &
$1 1+ S» 32"783 :\‘:;:O (22)

« Ne segue che, chiamando retta polare congiunta di P la retta
intersezione dei piani tanuenti in P alla superficie, il luogo delle rette
polari congiunte dei diversi punti dello spazio & il com-
plesso lineare speciale rappresentato dalla (22) nella quale
siano state fatte le sostituzioni ().

« Dicendo 7 l'asse di un tal complesso, i piani delle coniche
doppie delle diverse superficie del 4° ordine corrispondenti
ai diversi punti dello spazio passano tutte per m, e cid conduce
a trovare una rappresentazione prospettica semplice del complesso lineare
speciale sui punti dello spazio ordinario, rappresentazione di cui noi ora serive-
remo soltanto le formole.

« 7. Una retta per P & tangente in P alla superficie se delle due interse-
zioni che essa ha ulteriormente a comune colla superficie una cade ancora
in P. Ne segue che il luogo di tutte le tangenti in P & la coppia dei
piani che per mezzo della relazione 2 A (P) corrispondono ai due raggi di
£ uscenti da P. Per i raggi uscenti da un punto qualunque i si deve ri-
solvere 1'equazione (2):

(yefy) =} (yeBy') + (yep'y) + (yepy) { 0 +
=1 (yeBy) + (yeBy) + (yeBy’) | 2 + (yaBy) 0* =
= (e+ 1) [(ye8Y) &* ) («B'y) + (yaBY) {e + (yafy) 1= 0

dalla quale bisogna escludere la radice p = — 1 che da il raggio yE, che
non appartiene ad 2. Pel caso nostro si deve dunque risolvere 1'equazione :
(§aBY') 0* + | (5aB'y) + (¥apy') { 0 + (5afy) = 0 (23)

« Dette o,, 0, le radici di questa equazione, e ricorrendo alle (12) si
devono cavare o:4:u:»r dalle
0& = ¢ (1 + o)A =+ (8 + of's) e+ (yi + owy’s)»
(=10 A N0
« Indicando con Z,:w,:v,, As:ps:vs le due terne di valori che si cavano
per A:w:v corrispondentemente a o, = o, , 0., la retta polare congiunta di
P sard la retta comune ai piani di equazioni:
Mpo —+ e+ 117 =0 ) (24)
Aopy + el —+= Vel =0 ) -

(Y Vedi, p. e., Clebsch, Ueber eine Gattunge ete. Crelle, an. 1868.
(3) Cfr. la mia Nota « Sulla sup. del 5° ord. dotata di curva doppie del 5° ordine ».
Questi Rend. settembre 1890.




|
)
—
)
l

cioe, posto
vi=M i+ W gt
la retta di coordinate
Pk = DW0m — Omdy

w; = lgj)i —+ e @i = vy

(/',/-’./,//121....,4)
ovvero, siccome
vy — vtoi = (g)ix (Ahs == (g7)in (102 == (P )in (1A )1
la retta di coordinate
Pre = (p0)ss (A2 = (g7)s0 (012 =+ (7P)st (A1
Pas = (P ha (A =+ (7 ha (1 Mhe =+ (72 (¥2)1s
P = (Pq)2 (A s =+ (g7)2a (e =+ (7P)es ("2 )he
Pre = (2¢)ss (A)re =+ (g7)ss (wr)re == (7p)es ("A)le
Pee=(2@)s1 ("the =+ (q7)s1 (e == (72)ar (1)1
P = (P2 e (Au)ie =+ (g7 (W0 )he + (7P e (»A)e:
e sono queste le formule della rappresentazione prospettica suaccennata.
(1)s, (¥2): sono del 2° grado nelle &, per cui si

« Le (/i}l),g.
vede che le punteggiate sono immagini di iperboloidi, ed i piani immagini
di sistemi di 2° ordine e 1* classe.

« Dalla equazione (23) si cava anche una conseguenza che dd nello stesso
tempo i punti di una conica doppia dove 1 piani tangenti coincidono (points-
pinces), e 1'equazione punctuale del cono di Kummer, di vertice E, comune
a tutte le superficie corrispondenti a tutti i punti dello spazio (). Infatti,
coincidono i piani (24) se coincidono le 2 radici della (23); cioe, geometrica-
mente, se pel punto & passano due raggi coincidenti di £, epperd se & @
preso sul cono di Kummer (E). Ora cid richiede che si abbia, visto il diverso
niodo come possono essere scritti i coefficienti della (23):

SIS Yim =+ (B7)m] - Ga)an (* — 4 . Z(BY )im ((a)ik - = (BY)im - ()i =0
(i kb, m— e, )

e percid & questa l'equazione di [E] ».

Matematica. — Sopra un sistema di rette (3, 4). Nota di
A. DeL RE, presentata dal Socio CREMONA.
Questa Nota sard pubblicata nel prossimo fascicolo.

(1) Che i pints-pinces di una delle supe ficie del 4° ordine siano sul cono di Kummer [E],
risulta, del resto, dal modo come, per mezzo della costruzione data nel § ITI, si passa da un
punto della conica doppia alle sue immagini sulla cubica (21). In fatti, detto M il punto preso,
si traccera il piano rM, e dentro di esso, che contiene una conica di raggi del sistema £,
si cercheranno quelli che passano per M: i loro punti d'incontro col piano ¢ saranno le
immagini di M. Segue da cid che queste immagini sono allineate con S, e che, se M @
uno dei punti comuni alla conica doppia ed al cono (E), i due raggi di £ sopra nominati
si confondono, e si confondono anche le immagini di M in uno dei punti di contatto delle
tangenti condotte per S alla cubica (21). La precedente proprieta, del resto, che appartiene
a tutti i coni di Kummer, si incontra anche, dimostrata per altra via, nella citata memoria

di Zeuthen, ed in quella del sig. Berzolari. Cfr. anche Segre, 1.c., n. 19.




