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Matematica. — Sopra un sistema di rette (3, 4). Nota di
A. Den Re, presentata dal Socio CREMONA.

« Nei Rend. del Circolo Matematico di Palermo, t. I. fasc. 4°, an. 1887,
in una Nota dal titolo: Sw certi luoghi che sincontrano nello studio ecc.,
io trattai di un certo sistema di rette del 3° ordine e della 4* classe, con-
tenente nove fasei, due coni quadrici ed un cono cubico. Questo sistema io
I'ho ora di nuovo incontrato nel seguito di alecune ricerche intorno alle su-
perficie del 5° ordine, e mi propongo in questa Nota di metterne in evidenza
le proprieta che ho ricavate. Fra l'altro vi si trovan dedotte le formule per
la rappresentazione piana di certe superficie dell' 770 ordine, omaloidi, con %
vette (4 =17, 6, 5; & ==9, 10, 11), e vi si trova studiata una certa congruenza
del 3° grado che si presenta quale caso speciale del sistema.

§ L
Le formule per la rappresentazione piana del sislema.

« 1. Una stella di piani pud essere rappresentata dall’equazione
(S)=Aps + o +17,=0 (1)
ove po=0, ¢o=20, 7, =0 sono tre piani della stella e A:u:» parametri
variabili. Una stella (&) di rette, reciprocamente riferita alla (S), e che abbia
il centro in un punto & (i =1, ..., 4) si pud, in vece, intendere data (') dalle
equazioni :
&= 05— (=Tl %) (2)
ove €
ni= Aey +— upi+rvy: (=1, ... . 4) (3)
od ove a;, fi, yi sono le coordinate di tre punti non complanari con & ;A:u:y
fissano la posizione di una retta della stella, e o:z un punto 2 di questa.
« Analogamente, un'altra stella di rette, reciprocamente riferita alla (S)
o che abbia il centro nel punto &, s'intenderd data dalle equazioni :
di=d't i+ (t=1,..,4) (9]
SE i = ey 4+ pf'i + s (=1, ..., 4)
ed ove significato analogo al precedente hanno le quantitd &'y, 8/, y's; Aiuv; o',
Cid posto, il punto ove la vetta A:w:v della stella (£) incontri il corrispon-
dente piano di (S) sard tale che per esso sl avrd :
o (Aps =+ ugr +7g) + 7 (Apn —+ pugn =+ vr5) =0 (5)

() Cfr. la mia Nota: Ancora della sup. del 5° ord. ecc., nei Rend. della R. Acc.
dei Lincei, settembre 1892.
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ed in modo analogo, pel punto in cui la vetta A:w:v di (&) incontra quel
medesimo piano di (S) si avra :

o' (Apzr —+ gz -+ vrz) + o' (Apy'—+ g

I'/'»n') =t{) (“)

La (5) da: ;
010 = Apy —+ gy —+ vt — (Apz -+ gz —+r0¢)
e la ('3)
0" 1= AP+ g 1y — (Apr= pge - veer).
« Ora e, in generale, in virtu di (3) e (4):
p = 00" (£&8)ix + 02’ (&) )ix =+ 0’ (5 )i =+ 72" (9 )in (7)
(k=12,..., 34)

dunque sard, per una retta del sistema in quistione, sistema che continue-
remo a denominare K, come nella citata Nota dei Rend. del Cire. Mat.:

(8)

0.0k =— (/[’7 T UGy T V7 ) (//’1 t

‘ vty ) (Apz—+ wgzr =+ vre) (51 )i

UGvr— VT) (85 )i
_(l/"n‘ = /
vig) (48 )in

; _ ((h=12, ...,34)
— (Apw— ugw—rrw) (Apz —+ gz —+
=0 ().//; —— UQE —— VI )(/‘./Q' + uger— l'/'{r) ('1'/' ik

< 2. Se, considerando i due tetraedri &egy, &'e's’y’, poniamo :

o, B, 7) (&, &, 85 Y)=h, a, b, ¢, a’, e g, b, e my [ e g fom,

e

(

¢ pol indichiamo coi medesimi simboli muniti di opportuni indici le coordi-

nate delle rette che essi rappresentano, (') siccome si ha:

(&)= 2 (fe')ix + w (58 )ix +v (5Y )in;;
('l;:')m — ) 1(53 ';i, b ,“ (,‘77;:’ ):k — ¥ ()'S')Ak
(1 )in = (e )ix . 2> =+ (B8 )ir- 0> =+ (yy")ix-v2 ) (8 )i — (B'y )i | v =+

(Y'e)utvd -3 (a3 ) — (e B)in | Au

(ee—25 584,

—+ ) (v ) —

ponendo poi anche

qa) A~ (g, +78) =+ (ra—+p; Yk

Gyr—+78r) v = (7~ pyr)vd

@ = Pa- A%y q5 - ‘Il" S S (//3

g = Par. -'3 —+ qgr- ‘,,: (i /,1“ p2 Af(l'f"'A Qo ) }"” ‘(

le formule (8) potranno essere scritte nella forma seguente, dalla quale ap-
parisce piu chiara la loro formazione per mezzo delle 4, u, »:

0-pik=@. 8.y — (laiw + by —+ vew) (Ape' + pge'+ rvre) . @
— (da 0 it ve'i) (Apz 4+ pgz +rre ) . B+
~+ (Apz = pgz = vrg) (Apzr —+ ngzr = vrz) S L A% == Mgy . 0%~ .22 -

—+ (/l, — /“,,‘.) oy —+ ('//,,; —_ 'l/',,;) vA - (e — 6",/;) )..Il ( 3 (9)

« E queste sono le formule per mezzo delle quali, prendendo 4, u, »

come coordinate omogenee di un punto di un piano, il sistema K viene rap-

presentato su questo piano.

(cer’ 5 /4 o
s (@ )in=eir, (p)i="=6"n; .

(*) In modo che si abbia, p. e, {Z¢)ix=aix, (¢5)=0a i, ...
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§ II.
Il sistema lineare rappresentativo. — 1 fasci ed i coni di K.

Se indichiamo con A, 1'invariante simultaneo della retta
=Mty 0l 1y 0 075 U om B

considerata come asse di un complesso lineare speciale, e del complesso

. SAin Pix ="
e se, per brevita, poniamo :

6,= A, JAEEAL ]42 A 34 ( \/ —A/r) wy—t \y—Ay') vA - (AG—AG')).‘H
il sistema lineare di curve, rappresentativo delle rigate di K contenute nei
diversi complcssi lineari dello spazio, & fornito dall'equazione :

DA, — (AA, + nAy + vA,) (Apr— gz~ vre) @

— (A~ pAy—+ vAy) (Apz + nge +vrz) @

—+ (Apz + pgz + vie ) (Apzr—- pgzr—=vrer) @ =0 (10)
dove sono Ay (/4 =12, ..., 34) 1 parametri variabili colle cmve del sistema.
Dalla (10) si vede che le curve sono del 4° ordine, e che hanno a comune
i punti (semplici) :

.
{_" = : D=0, Ipr + ngz +vr:=0 «),
ed 1 punti i
P,IE Ygp—0, Apzr—- uge—+ vre=0 B) ;
Pl ( < > S

ma non ¢ difficile riconoscere che vi sono, oltre a questi, altri 5 punti co-
muni, che diremo @, , ... Q. In fatti, risulta da un noto teorema di Halphen,
o del resto un breve ragionamento assicurerebbe di cid direttamente, che il
sistema K ha comune con una congruenza lineare arbitraria 3 +- 4 = 7 raggi;
percid due rigate, rappresentate da due qualunque delle curve del sistema (10),
hanno a comune 7 generatrici variabili; e quindi le curve (10) si tagliano
a due a due in 7 punti non comuni a tutti, cioe esse hanno, oltre i punti
P,P;(:=1,2) altri 16 —4 — 7+ 5 punti comuni.

« Ciascuno dei punti P, P’, Q rappresenta un fascio di rette in K, cid
che riconferma lesistenza in questo di nove di tali fasei (1).

« 4. Alla retta che congiunge due punti fondamentali corrisponde in K
una rigata che ha comune con un complesso lineare arbitrario due genera-
trici, cioé una rigata del 2° ordine. Ne segue che in K vi sono 36 di tali
rigate; possiamo perd mostrare che di qllO\tu le due che corrispondono alle
rette P, Py, P’y P, sono coni coi vertici in & & rispettivamente. Infatti, le
rette che corrispondono ai punti di P, P, sono date da

0-pin=P.lir— (Aai — Wby —+ vew) (Apzr — wqzr == vrgr) (11)

r

(1) Cfr. la mia citata Nota: Su certi luoght ecc.
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col soliti valori di 74, e da ]/;34 ugE - vrg = 0. — Ora dalle (11) si ha
i oy =P . ap — (Aaq + pay -+ ra.) ()/’;" —+ ug: - rg) =0

Spin b = 8. by — (Kb + iy + 10) (p3s - pgz = 1) = 0
Spik Cim = . ey, — (Aeq + uep + vee) (Aps =+ ugz - rvrer) = 0

poiche e :

o = 2( @123y ~+ Qosyy - @31824) = 0, by = 2 (12035 bashiy == baibsy) 0,

Ce = 2 (12634 + C23C14 — C31C21) 0,
e per essere & (¢, 8, y)=a, b, ¢, & anche:

ay—1as—an—0p — ba by Ca = Cp = € 0.

« Ne segue che la retta p; data dalle (11), appoggiandosi alle rette,

non complanari @, 4, ¢ passa pel punto & comune a queste rette. — In modo

analogo si ha che le rette corrispondenti ai punti di P', P's, cio@ le rette per cui

0.pix = (D././lv‘—(/‘.//' .l(.]'v,;_ l/)(//;‘ ug: l'/':) (11’)
Apzr =+ uger +vre = 0

passano tutte per &. E noi abbiamo cosi anche la riconferma dell'esistenza

di due coni quadrici coi vertici in & &.— Siccome risulta dalle (11), (11')
le quali danno per la retta corrispondente al punto P, P;.P", P’y =P:

Pix = 11‘.,//.;. =aq.} k
la retta & & generatrice comune a quei coni quadriei.

« 5. Non sard senza interesse di giungere a questi ultimi risultati in
altro modo. Se si considera la quadrica X data dalla relazione (S) A (%), e
quella 2" data dalla (S) A (&), la prima sard rappresentata parametricamente
dalle formule :

i =@. & — (dpr +pugr+re)y (=1, ...,4) (12)

e la seconda dalle formule :

= .8 — (Apy + pger—+- i)l A= g 2h) (13)

« Le (12) proiettano stereograficamente = sul piano ¢ = «gy dal punto &,

e le (13) proiettano 3’ sul piano ¢’ = «5’y’ dal punto &.

« Ora, formando con le z, 3%, date dalle (12), (13) le espressioni (z2');;
si_hanno precisamente le (9), ed intanto, per mezzo delle (3) e (3') il piano ¢
¢ proiettivamente riferito al piano o’. Cosicche, indicando con 2 questa proiet-
tivita, la quale, del resto, non ¢ altro che quella ottenuta dal segare (¥) A (&)
con ¢, o', ed indicando PF,, ‘B, le due proiezioni stereografiche suaccennate,
si pud dire che K proviene dal congiungere i punti omologhi di =3,'>" nella
corcispondenza $) B, 2,71, o, se si vuole, nella H—'= P, Q' P, —

Ora ¢ facile di vedere che, per mezzo di ), al punto & corrispondono su 3
tutti i punti della conica :

2 (I'»f."—‘()/l r—— gz ”'f') i

{
/—,/::' ! ‘11(15 e 0 \‘ (14)




— Qo) —

-~
e, per mezzo di ', corrispondono al punto &; tutti i punti di = sulla conica:

fi=0.5 — (Apz + ugzr + vrz) o ! (15
1/);’ —+ e —+ vrgr =0 Vi (15)
cosicché il sistema K cuntiene i coni quadrici che da & & proiettano ordi-
natamente le coniche (14) e (15).
« 6. Dalla stessa considerazione della $ e della $H—' si ricava che i
4 fasei di rette di K corrispondenti ai punti P; P’; (/ = 1, 2) sono nei piani
che da S proiettano le due generatrici di = uscenti da & e in quelli che
da S proiettano le due generatrici di =’ uscenti da &'. Sicche, indicando con
$y:80:83, biiteity lo radici comuni alle («), e con §':8'5:8'3, #1:¢'2:¢'s quelli
comuni alle (#), si avranno le equazioni dei 4 piani sunnominati nella forma:
o (&) + 70 (E€2) + 7 (8yw) = 0 )

j 3 ' « rr P il . f 1= Ox o = "" i s
9y (88 2)+ Sy (583 2)+ I5(£E'y'2)=0 ) (F=g KD

« 7. Tornando al sistema lineare rappresentativo, siccome i 9 fasci di K
passano tutti per S ed ogni complesso lineare ha comuni con un cono cubico
tre raggi, la curva rappresentativa del cono cubico del sistema, col vertice
in S, passerd per tutti i 9 punti P, P, Q ed avrda comune con ognuna delle
curve (10) soltanto tre intersezioni variabili: la curva rappresentativa del
cono cubico di K & adunque, la cubica condotta pei 9 punti base del si-
stema rappresentativo. Siccome questa cubica ha comune un punto soltanto
con la retta che unisce due punti fondamentali (fuori di questi), cosi sul cono
cubico (S) vi sono 36 generatrici, le quali appartengono una ad una alle 36 rigate
del 2° ordine: fra esse, quelle che appartengono ai coni quadrici (£), (&)
sono le rette &S, &'S.

« Potremmo ora cercare tutte le rigate cubiche contenute in Kj tro-
veremmo che, oltre al cono (S), ve ne sono di due specie, come pure potremmo
cercare quelle degli altri ordini; ma questa ricerca riducendosi a fare uno
studio sul sistema rappresentativo, preferiamo tralasciarla per dar posto invece
alla ricerca delle formule di rappresentazione di aleune superficie omaloidi.

§ IIL.

a rappresentazione piana di superficie

Formule per 1
5: k=9, 10,11)

dell’;m ordine con % rette (1 =7, 6,
equivalenti a proiezioni di K.
« 8. Consideriamo due sestuple qualunque di quantitd &, i (th=12,...,34)

tali perd che non si abbia (per ora)

Y1 X34 T X8 7.'14_1_131221:0 (=, ',) (16)
¢ formiamo le espressioni:
i = Jy S Uy Vil —+ J3 Dik (//' = 18 con g 3-1—) (17)
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ove &, : %15 sono parametri variabili, e pi le coordinate di una retta del
sistema K. Se, prendendo ad arbitrio due equazioni lineari della forma :

>Y 87, = ()
2H; 8k = ( 2 (18)

:]\’]” Six —1U

noi vi faceiamo le sostituzioni (17), dette H=10, K=0 le curve del si-
stema (10) che corrispondono ai complessi lineari di coordinate H,, IS,
(lm =12, ...,34) ed M, l'invariante simultaneo dei complessi di coordinate
M;,. . yix rispettivamente (M =H, K; y =&, 1), noi abbiamo :
Gy . Hr+ 95 Hy+ 95 . H=0 ) 19)
P Ke= 9y K- 3. K=10 [ A

per cui potremo dalle (17) e (19) ricavare:

s =(Hs K — Ky, H) & + (K: H — H: K) i+ (H: K, — Hy, K2) pa (20)
(th=12, .., 34).

« Queste formule, immaginando le p;; sostituite con le espressioni (9),
rappresentano, con un numero sovrabbondante di coordinate, una superficie
che, usando il linguaggio della geometria a piu dimensioni, pud essere con-
siderata come proiezione sul nostro spazio del sistema K considerato quale
superficie di una varietd lineare a 5 dimensioni. — Le (20) conducono al-
I'equazione seguente pel sistema lineare rappresentativo :

(H, K —K,H)A: — (K: H—H: K)A, + (H: X, —H, K:) A=0
che pud essere anche scritta nella forma
(K:A,—K;Az) . H+(H,A: —H:A,) . K+ (H: K,—H,K:)A=0 (21)
ove H=0. K=0 sono due curve fisse ed A =0 una curva, del sistema (10),
variabile col parametri Ag.
< 9. Conviene, per non avere formule con un numero superfluo di coor-

dinate, di prendere le equazioni (18) nella forma

25y =020 23, =0
allora sara :
H: =&, Hy; = 724 H = p.,
Kz =&, K = 134 K = ps,

epperd, come é
Eiq iy j‘n‘:()

(HK—K,H)&:+(K:H—H:K) i+ (HeKo—H Ko )pr={Eos 700 pod|  (1=2,3)

<34 134 Pas




cosi le 6 formule (20) si riducono soltanto alle 4 seguenti

31 :('1‘“[)1“_'1-“7)2!);1 + (&34 004 '5':‘1]‘31)}(1+(§21'/.'n—“§31 ',21)]712
83 = (Neu P3s—134 Pas) &2 —- (f:n]’zx—s-ul):u) xe —+ (824 Nai—E24 ',34)])‘2:( ) (22)
8y = (V24 Poa—34Pas) &3 = (Ea4 Poi—Eai Pas) 2s —+ (E24M34—Es4 Yox) P }

S0 = (24 Paa—34 Pas) &4+ (&34 p2—E2u Pas) s —+ (E24 1a—Es4724) Prs |

ove le py si intendono sostituite coi loro valori dati dalle (9), e dove noi
ora abbiamo trovato conveniente di scrivere 7, ,...,7, al posto di 7,s, 7sy,
T, T (T=488,x 6 (=&, y=n1).

« 10. Al sistema di formule (22) corrisponde il sistema lineare rappre-
sentativo :

(',2![)3(_'/:“])‘21) ag —+ (534]721—‘;:2;])31) ay —+ (&4 N3s—E34 ’/24) ap = 0 (23)

ove @

(p = Uy Pra —f @a Pog = A3 Py - Ay Py

@ SON0 @, :@s:ay:ay 1 parametri variabili colle curve del sistema. Ponendo,
per brevita :

"

- T . = :
i =80 — Cinzey Bli=CiNoa— Ni8ets EsaMas—Eana=—=y (=1, ..., 4)
alla (23) possiamo dare la forma

a) (}’7'11-2 —+ Pos = ﬁ”l ]7“) -t g (77’2& —+a’s Pos —+ ng pgz) 1=
g (yps1 = @5 Por == 85 Pas) + s (Ypra = @ s pas + B p3) = 0. (24)

« Si vede che questo sistema lineare & contenuto nel sistema (10) ; quindi
se ne conclude che la superficie di cui esso rappresenta le sezioni piame, cioe
la superficie di rappresentazione parametrica (22) & del 7° ordine, nel caso
pitt generale, e possiede 9 rette. — Diciamo nel caso generale, percheé se,
p. e., le & fossero scelte per modo (e qui facciamo a meno della restrizione (16))
che esse fossero i valori presi dalle pi; per un sistema A,:wuo:vy di valori
delle Z::, allora, sul piano rappresentativosarebbe Z,:u,:7, un nuovo punto
fondamentale; epperd la superficie rappresentata dalle (22) é del 6° ordine
e possiede 10 rette.

« Supponendo che anche le 1 siano un sistema di valori dati dalle (9)
per un particolare sistema A’y:u/o:2, delle A:w:v, interviene sul piano rap-
presentativo un 11° punto fondamentale e la superficie rappresentata dalla (22)
¢ allora del 5° ordine con 11 refte.

« Si potrebbero da quanto precede cavar fuori altre interessanti conse-
guenze, sulle quali probabilmente ritorneremo. Pel momento vediamo come
dal sistema K noi arriviamo ad una congruenza del 3° grado generabile come K.




Caso 1n cui il sistema K riducesi ad una congruenza

del 3° grado.

« 11. Se la corrispondenza proiettiva fra (£) ed (S), fra (&) ed (S) ¢
tale che al piano 7 = &&'S di (S) corrispondono due rette in (&), (&) gia-
centi in -7, allora & chiaro, vista la genesi stessa di K, che da questo si stacca
il piano rigato =, e che quindi. sostanzialmente. esso riducesi ad una con-
oruenza del 3° grado. Per trovare allora quaie modificazione subiscono i risul-
tati precedenti, basta supporre che si abbia, p. e.:

Pi = Pir = Pa = Par = 0
con che si ha semplicemente :
v (P8 —+ ga) A+ (qy +78) wv + (7o~ Py ) rd

D —gqp.pn 1y
2+ (P qur) Au —+ (g4 rpr) v == (ror—+ /)‘.") vA

¥ — gpr. W2 7o

e le formule (9) diventano :
0.pix = @.P.hiy, — (Raix = wby + vew) (ngz =+ rrz) @
—- (Lr’ W Ill// ik = 1(-",.) ('ll(‘/E | 1,'__,) p

—+ Mg 22— R V2

—+ (uqz = vrg) (vqer —+=170) Y g A2
—+ (fix—[in) v == (gix — g'ix) vA —+ (eix — €'ix) Ap i 9
e pel sistema lineare rappresentativo si ha:
Q. P A, — (A + uAy —+vAL) (nger —+vrz) @
— (AA+ wAy+Ay) (ngz +vrz) W
—+ (ugz + vrz) (uger 4+ vrzr) Oy =0. (107)
« B facile di vedere che per queste curve il punto w =0, » =0 & dop-
pio a tangenti variabili, poiché il 1° membro della (10°) si annulla a 2° grado
per n=0, »=0, e si ha per quelle tangenti 1'equazione complessiva:
Au*+ Bur + Crv*=20
ove si e posto:
A=A gz gy —Aaqz (P —+ qa) — Awr - g2 (P + qw)
B=Ai(g: &+ qor:) — Ao Y gz (ra+py) + 72 (B + ga ) |
— A ) gz (rar == pyr) 7z (ppr ~ qar) ¢
C=A;.r (7a! ~+ pyr)-
¢ Ne concludiamo che le congruenze del 3° grado le quali ammettono
una generazione proiettiva per mezzo di due stelle reciprocamente riferite ad
una terza, somo rappresentabili sul piano per mezzo di un sistema di curve
del 4° ordine dotate di un punto doppio comune a tangenti variabili, e di
6 punti semplici. Questa ultima affermazione & giustificata da che le rigate
della congruenza contenute mei diversi complessi lineari dello spazio sono del

Ay 7z (7e—+ py) — Ay.rz

s

6° grado ».




