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Tavora 3.2
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[ 1‘030. Acido Cloridrico Coefliciente
dell’acido s |
|| Soluzioni cloridrico di
su 100 S o smmeratur:
Conducibilitd specifica a 0° temperatura

di etere

|

1 7,26 0,000000000110 — 0,025
2 5,24 0,0000000000779 — 0,025
3 5,44 0,0000000000546 — 0,025
[ 4 4,55 0,0000000000320 =—10(093
1 0.0000000000167 — 0,022
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Matematica. — Sull’equilibrio dei corpi elastici isotropt.

Nota del dott. GruseppE LAURICELLA, presentata dal Corrispondente

VOLTERRA.

. 1. Siano a. b le velocitd con cui si propagano le vibrazioni trasver-
sali e longitudinali; sia ¢ la densitd del mezzo elastico. ed » la distanza di

<

un dato punto z,, 71, & del mezzo ad un altro punto qualunque =z, y, 3;

posto allora:

1 a*— b 3r at —b® Db s @t — b2 R
T + 25t €t S 25% ALY =1t 25 RLE
e b® AT Ly s b *r a®— b® RET
T e s R e TR L s o Ve ="0p VR
u®— b D°”r a:— b® D7 1 a— bE Ry
=S e T W e @

le formule del Somigliana ('), che damno le componenti %o, v, w, degli
spostamenti in una deformazione qualsiasi in funzione delle componenti delle
forze esterne oX, oY, oZ, delle componenti delle tensioni al contorno X,
Y,. Z, e delle componenti degli spostamenti al contorno z, v, w, possono

seriversi :

— 4w Luy = | SoX w1 dS ‘ X, u, do— ( 3XPudo, (%)

(1) \ —4n Ly, = [EQK us dS -+ ‘CEZ; Uy T — LEX;‘Z‘U do ,

\/h = .

( — 47 Lw,= ( SoX u;dS [EX;% do — (EXf’u do .
JO JO

(1) Annali di Matematica pura ed applicata, § II, T. XVII.

(2) Xg0, Y, ZsM; X,

denti rispettivamente agli spostamenti : %y, Vi, Wi; Uz, Uas oo

. X,®, .. sono le tensioni al contorno ¢ corrispon-

e

—

p—l w— =
e

|

i

e ey




— 299 —

« Ora il prof. Volterra nelle sue lezioni in corso dj fisica matematica
proseguendo nell'analogia che presenta lo studio degli integrali delle e ua:
zioni dell'equilibrio dei corpi elastici isotropi con la teoria della funzcilone
potenziale dei corpi a tre dimensioni, ha stabilito un teorema analogo a quello
del Poisson. Partendo egli infatti dalle formule (1) e posto: p
@ M=

/8

~

SoXu,dS N:LEQXugdS, P— [ oXu, a8
S

dimostra che le tre funzioni :

1 1 1
TP F e 5
soddisfano alle equazioni :

Lt by (L4 K) 2 = oX ()

N, —
3 4nLP

20 Mo 2
Lt s+ (L+ K) 37 = ¥ 0:%.‘.%_}_1_]:3

L4® by + (L 4 K) 3—” 7
08

« Bisogna perd notare che il metodo tenuto dal prof. Volterra, come
pure i metodi analoghi a quelli che ordinariamente si tengono per dimo-
strare il teorema del Poisson, portano a delle condizioni molto restrittive per
le funzioni oX, oY, ¢Z.

« Ma quello che interessa maggiormente riguardo al teorema del Poisson
¢, di stabilirlo ponendo il minor numero di condizioni per la funzione den-
sith. A questo scopo il sig. Otto Holder, il prof. Morera ed il sig. Krone-
cker hanno dato dei nuovi metodi di dimostrazione,i quali portano a risul-
tati molto generali. Tra questi metodi ho trovato pit semplice ed interes-
sante quello del prof. Morera (); metodo che mi propongo di estendere al
caso dell'elasticita, consigliato dal sig. prof. Volteira.

« 2. Dalla prima delle (2) si ha, derivando rispetto ad z, :

. M W,y

(3) = :—»/EE@X = ds.

L’ integrale al secondo membro & proprio; infatti se poniamo: z—z,=7cosé6,
y—1yr=rsen b cos g, &—s — rsenbseng, si trova facilmente che
1311(1) r? ZpX % ¢ uguale ad una quantita finita.

« Indichiamo con g, Xy, 0o Yo, 0o %, 1 valori, supposti finiti, di oX,
oY, oZ nel punto z,, y,, & del corpo S, e poniamo :

QXz90X0+(@X_QOX0)7 QY:QOY0+(QY—QoYo)a
0% = ¢0oZo + (0Z — 00 7o) ;

() 11 valore di K & uguale a ¢ (2a® — 0?).
() Rendiconti dell’ Istituto Lombardo, § II, T. XX.

Renprcontr. 1893, Vor. II, 1° Sem.
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la (3) allora si potrd serivere:

‘)I W// H Y o
S0, X dS — | = (X — 00 Xy) ds.
@ OiaTL ) O ( L W
. S
iy, W W S P
Le funzioni \—‘ ) ;1/—' ) ‘\_ sono infinite nel punto (21, Y1, 3,), per cul non
oL ¢ de
sappiamo se la somma :
,
o - RS
nxo - '. (IS
/S o

possa trasformarsi in una somma di integrali estesi in superficie (1). Se perd
isoliamo il punto di singolaritd con una superficie s qualunque che lo con-
tenga nel suo interno, chiamato S’ lo spazio rimanente che ha per contorno

o -+ s, possiamo scrivere :

A ~ ~
R/ AW DA
~ ~ (U401 A < r = =, Y S —_— —
DYt dS = — S0, X U do' =— Sp, X U do
Qo Ao ‘ T Qo Ao 1)” Qo &0 KD/Z
/S C/G+s (9]
~
STl g
— =0 2 U — as,
2008 M
LS
0ssia :
~ ~
QL = M 2 AT W
200X \ —L dS+ S0, Xy | 1 — do —=—30,X, | va— ds;
b YA M M
/S /G /s
7/ ( W(! w

. . « s 3 . 1 1

ma poiché gli integrali = Uk = (IS ( dS sono propri, si ha

/S o /S
che il limite del primo membro di questa ug mnhanza per s uguale a zero,
% determinato ed indipendente dalla legge di impiccolimento di s, lo stesso
deve quindi accadere del secondo membro. Scelta allora per s una superficie

sferica col centro nel punto (2., 7, &) e di raggio R, avremo :

A o DT T 2 pe
S0.X, nl(‘)—r/.szﬁ\ dg \ :0\(1—}—“—)b—l- sen’-’ﬂ)—{—
i w0 /0 ‘7

/s
a:i—b? a2 )

1*—b*
+0,Y ( S senf cosd cosg\ —+ 00 Zo (——T/- sen 6 cos 6 sen g ) cos (nz) sen 6 db,

per cui:

Y
lim =g, X, \ h 3 _ds —lim R (clq s Qo 2 ..( IS
s=—0 ; Y/ R=0

3 a*—b? at—b?
+o Y (_ ,—sené cos 6 cos (/)—{— 00%o (—— = senf cost senq>;(:os(,z,v) senf d=0;

»7/,. _)/)Z

———sen 0) -+

(1) Il prof. Morera a questo riguardo, in principio della sua citata Memoria, enuncia

una proposizione che & imperfetta, ma che non nuoce all'esattezza dei risultati a cui

egli arriva.
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quindi :
\// e
() 300 X s —l dS -+ o, XL, u, = o= 0.
o RY/)
a (4) si pud dunque scrivere :
M o oo [ 2w e N
—3.7; = 20, Xo s U, .\7 doi=— S (X — ¢, X“) ,[S = 30, X, ‘\_L_,/U_i_
/a /S = o
ey A
_l* —((‘X*('\u\u)*ls
] pZA

« Myaa 1 1 n ~ 4 ’
« 3. Trasportiamo il punto (z,, y,, 2,) parallelamente all'asse z nel-
l'altro (2, - 421, 7., &), e introduciamo il simholo 4 per indicare le varia-
zioni che ne seguono nelle diverse funzioni, ayvremo :

DM U,
o
(6) ,zj = 30, X, s "Z‘l \/, do # 3 (X — 0 Xo)— \l‘ ds.
Poiche (21, 71, 51) non & mai su o, sar;l e\'ldentemente:
.
lim 20, X, ‘ /_H—l L’l” = -\-’Ju\o V!, il[r)’ = — 20, X PIZAY M(/O’.
d2,=0 Cy M “rl W K Yz W

« Prima di passare al limite per 11 secondo integrale del secondo mem-
bro della (6) facciamo 1 ipotesi che le funzioni oX, oY, oZ oltre a
soddisfare alla condizione di essere integrabili lungo qua-
lunque segmento rettilineo di S, sufficiente per 1'esistenza delle de-
rivate prime di M, siano tali che gli integrali:
dr

7" / r

/0 0 0
si mantengono determinati e finiti lungo ogni raggiovettore
uscente da (z,. 71, &) Allora dimostreremo che si ha:

$—\r oX — 6, X, / ‘ ' oY — 0, Y, y ‘M. 0l —oo 7y
1y ———————— e

)//,l
lim [ ‘( E N2
7r . A =y OB ey
(7) d2,=0 s .\.((),.\ — 0y 4\‘,) S = :(Q)\— 2 k“) T"{{b
~ Jel ]
S S

« Osserviamo intanto che T’ integmle del secondo memhbro e proprio.

E per verificarlo basterd prendere dS = 7*do dr.
AUy

y A 5 : RIS c
« Per dimostrare che la formola (7) & vera, calcoliamo ¥ Chia-
42,

mato 7, il raggio vettore che parte dal punto (z: - 4z, 51, &), ed uy la
funzione di 7, analoga alla u, , abbiamo;

Aty N Vit & — x,— Az T — &
"—-:—___——._:" + 3 iy "3 +
R AT V) ™ 7
S (& — 2, — 42 xr— 2 St (x — 2, —,I’.l,,’,)"_ (z—m)\
+ ?( % 73 9 70 7o
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Per ogni punto del corpo S si ha » =7, oppure 7 < 7. Tndic.hinmo con S,
la porzione di S in cui si ha » = 7, , con S. la porzione in cui si ha 7 <T7.
Allora se immaginiamo condotto un piano normalmente a -4, per il suo punto
di mezzo, il cmhpo S, sard quello in cui cade il polo (& —+ 421, 71, &) i
punti del piano compresi; il campo S, sard quello in cui cade il polo (@ iy )
i punti del detto piano esclusi. Quando si passa al limite per /2, = 0, il piano
si muovera parallelamente a s& stesso avvicinandosi al punto (2, ¥, 4,), con-
seguentemente i due campi S,, S, varieranno, ma la loro somma sard sempre
uguale a tutto il campo S.
« B importante osservare che nel campo S, si ha sempre
A2, | ! ra |

|
=2, nel campo S: |——| <
rol |

|5

« Si trova, con un metodo analogo a quello del prof. Morera (1. ¢.):

o ¢
N\ e
| 7

(8) | (0X — 00 Xo)— ~dS, =

X—o,Xo (@ifpLn—2) (1 1 1) ]
= = e AT 2+ ) a8
N 7 /‘1(/'—}—/‘1) (\/‘1‘ ! /‘1/’+/" SR

e _\\{!X— X

—\“-"—g‘\.\-.'./_-_;‘,fﬁ),,7_,_1 11 L\:\-ﬁ'(x_‘ﬁ;\_r_-«\‘L—’X 0Xo (z—2,)* d8,

{ T 2 ~1 I ¢
."f"i) \i 15 rr 7 / -l 20 L

()

‘/‘;X—OHX y (b—x )4 24 iy aX—py Xy (v/‘l_f—;’/ub'l—-l?)l 1 1 A
i \ o chad Sty ' : (T-f—T
5 3 e T m(r4rm)  \rt 'rin
1 1 D e 0y i Ol B s 3
—— SEeaiVas || e b = = B
+i:/‘1 Tri ‘ /1;)/51 \ r ry(r -+ /',) (/»l +7’3/'1T' 7‘12—}—7'/’”—}—/’14), y 2

Ciascuno degli integrali che compariscono nel secondo membro & uniforme-
mente proprio ; ossia tolto dal campo S, un campo sufficientemente piccolo
s, contenente nel suo interno il punto di infinito, 1'integrale corrispondente
esteso ad s, si mantiene in valore assoluto inferiore ad una quantitd positiva
& piccola a piacere, anche coll indefinito impiccolire di #.z,. Infatti per i
primi tre basta ripetere i ragionamenti del Morera; per gli altri basta osser-

> 1 1|z—a |4z £ Ar,—ax)t
vare che si ha: — =—|=—L | —lcost| = 1, | 2 =7 ﬁ—' ) o= i
r Zal el | N7 /'f‘(/’—f—?‘,)
(e\ A2\ —z)Az,| 1 1 1 1 oL Y i
™3 (r—-7r) — ' U i T = i Al
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« Similmente si trova per l'integrale esteso allo spazio S, :
AUy

A
) ‘J (eX — 00X,) \Ll S, =

|— (’}‘_"an .45, 0X—em>\., (@1t Az, —z)?
s, %J mrFr) (z.ﬁ‘ Ao ) a8,

‘l’X_f)“X" (2 A2\—2a) 42 (&l . S X oL
= (ot Jor g o | ESetemar &
'S

J, 7 ™ (7' + /‘,) 7 7\2 7 =T
__l__z; ‘ “_}\:QOA.U_—_Q,/’“ (182 0X—0,Xo //‘ﬁl ng—l—z 7 ‘))‘—(’oxn (’ —z)? Ll—}_JLl_L
/8, 4 A RS S, & U8, Z ’+’1 7y +
0X—0,X, S (e\ Az, —z)45, (1;1_( 1
+—__ + 2 2+7‘r3+ ) ‘js\., ” (7 :77,1) = ( +7’,27”2 +
3a
+7 r"+ ) 9

Gli integrali del secondo membro della precedente uguaglianza ‘sono tutti
uniformemente propri); infatti i primi tre sono simili ai primi tre della (8);
gli altri 1'isu1tano propri dall’osservare che si ha:

—Z T —Z 1z
——> ! “l=cos8 =1, || <2,
7 r
+ +—1—+1— Loz ]’”1‘“’@*—-' o
71" mEALE A frer®) T PR =

« Se indichiamo con §',, S'; c¢id che divengono i due campi S,, S,,
quando il piano normale a 4z, & arrivato in (2., i, &), avremo:

S:S +SE=S'1+S’?»

2% s PR
lim (({;X—go}; ) ‘J“'dS— lim {(()}s—gok ) LEG (/S -L
J:I},=UL J¢|=() s,
AU,
"v
lim ( (0X—0,X,) LS. .
dz=0 Js

« li integrali che compariscono nei secondi membri delle (8) e delle (9),
come abbiamo veduto, sono uniformemente propri; per cui, supposto 4z,
minore di un certo limite, possiamo dal cmlpo S togliere un campo s=s,--s»
contenente nel suo interno i punti (21, 71, &), (@1 421, 1, %), in modo
che gli integrali estesi ai nuovi campi S, — 81, S; — s, differiscano rispet-
tivamente dagli integrali (8), (9) di tanto poco quanto si vuole. Posto cio,

gli integrali che contengono sotto il segno di integrazionme il fattore Az,

estesi rispettivamente ai campi S, — 81, S; — s; possono rendersi minori di

qualunque grandezza assegnabile per 4z, sufficientemente piccolo, al limite

e
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quindi per

zero. Abbiamo dunque :
Ay

Ax
,I.:',:ﬂ 1 s

/'S

S
+ (5 T

« Analogamente si potrebbe dimostrare che

fa, — 0 oli integrali analoghi estesi ai campl Siy Se

lim ((n\—:}u\") ——"ll(/b—— \ (‘\"\"_‘Joxﬂ)

S, vanno a

( l e (.l'-—r.l‘\)? _{_
s
DA

9
) 2

e

/1) - ("' _—',\r): ([S: ‘ ({'X_’Q\\XD) = (/S

Ay
5 X A A%
< r r A T - ¢ vy \
lim ‘ (0Y—0,Y,) ‘*z/b = \ (u\——n\,l") i ds,
42,=0 . ) 41, g Ay
1 /S «
RN
~
. Y
A1 q r r 0 W .
lim ‘ (0Z—00Z,) dS = ‘ (0Z—00Zy) S as;
. A2, RIS
12,=0 < s

sicché possiamo scrivere :

»M

e Cosl:

M (T Ry [apdi it D
L so X | 2o 4 | 3 (X —enXo) 548,
M’ 1) Y N/Z ).’/1
M (s e D
= 3 X, \‘\—Z'/q+\-(g‘\—\,ﬂx..)\_gds,
08y PN < 08

21N ’ s Y V2,
——— 30, X, ;4:—/0 S(0X —00 X, —0
A2, W &3 \ 7w —H (¢ - )mv N2
P s 28 \ R s
T — — —do S(0X — 0o X s
A28, \ AT M + % ) AT, 98,

avremo :

La*M-(L+

Rl <l
= —LZ30,X,
=== g

oIy ’\/l

Qs V2

ol

|

U ! u Uy AL | dbg VY Us )
A di—(L+K)Z0Xo e el 4
gl 9”\'\ ( ; +Dw M—I—D:c M

3
r M

~

/G

| M 2

+L | S(eX—0,X,)4*u A8 L—i—-h) ‘ 3(eX—0oX 0) (\Z‘; \yl .

/S

—— L—U \ ‘\//l
Opp
WM

(4

by
9o

(SRR T Wtz 8
,0 1(11£+ ugb_/ 3_‘_)([0_
YT MM X N AL M

i
‘
4
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| « Si ha intanto:
1
W o T, WD v
Loy Xo 24 = g, X, =~ Lox<ﬂ— i 3y 24 r 2z
Qoo 1Ko T Lo, W Dn+bx T 2 ) ek, w’
\1
W, WL | W W, s N 7
Loy Yo = = Lg, Y =2 == - 2% e el
Qo %0 3 g (Dx Mz D1Z+D.z' Dn) Le, Oﬁ.z m
j1
Wy AWy A Wy VY QW3 02 r %
LooZo — = Lo, Z — .
ST 3t (m VAT D'z) LeoZo =220
per cui:
1
La*M 4 (L 4 K) 2 v
2 — — — Lo —_ —
2y i %) &

| 1

A DT, W Y Dy 3 7 0L
— (2L+K)o, X (—‘— : 3y —“‘—)o’ g
(2Lirf=k)e Xo W m m+ Az M dgsleals YRV
o g
S
) AT W2 Y M3 MR 7 Y
S 015 | o [ e do 4-Lo,Y, | = ¥
(2ESFK) o s (Dx o m""m M) Rl e rlerld
2 g /G
51
R YA r 8

W VY, , dws 3 r _r o
— (2L+-K)eoZo ( AT mz+ Az D/z+ Ry ) )ZG+LQOAO IR

g g

« Osserviamo che la formula (5) I'abbiamo stabilita indipendentemente
dai valori di 0oXo, 00 Yo, 00%,, sicché possiamo scrivere:

_Dulds—_——\J/\lh)_‘rdG )
W M

S G
_fzqu fﬁznds__f ,g—zcza .

« Derivando la prima delle precedenti formule rispetto ad 7, la seconda
rispetto ad , otteniamo:

Uy DL by
— = do = Y 4o
A M , 0% on

= %, dS =
2 o

e Cosl:
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« Si ha quindi,

2l
D.—.
song = Ryt o
LJSI\I—l—(L—i—h) T = — Loo X, —D—I&({U
Vs D 7131 2
P U 3\ ¢ r QX
—(°L+h)eo\u} S p ——)D— do +Leo X, | - = do
a e /a
gl
R )1_‘ Y
\/ W, ) dx o AR
)L‘H‘)”“}“ + \1/ + M du iy 1 22w’
il
R Qe , W ); 2
- w ) 3 08
Gl e ( =5 oy Y} LAYy Pt ) N RO B D—J‘D_M(ZG'
/c /o
ma:
\ 215k
e e\
(uL—{-K)(M oy T =L+ K (1 i — =i
1
) NZV \t' )_,
(2 OYL 1yl T -‘\) S il
L+K)(M Y S P W’
1
QI R 2w ];
< W) Ws | W3\
(2L+K)( Wz Ty W );)——L %’
dunque:
~ 1 1
)— —
L-I.MT(L—FK)?(—FJE—h R QI T M
Sl ]
. ‘ryy  rw
1= AR~ R =
T L\Ouio S (D(U Dil D]/ D/&) do
/G
Lo.7 r2 ‘ryxz o
~+ Lo, Z, ?.Z’)/Z—E_—/z o
G
= — 4nLg, X,
« Similmente :
: L 20
LN+ (L+ K)o ——4nle, ¥, La*PH(LHK) = —— dnLgeZ, 7.
[y 1 1

tenendo conto delle formule analoghe alla precedente:




