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pervenute all’ Accademia prima del 1 ottobre 1893.

Matematica. — Sulle equazioni modulari. Nota del Socio
F. BRIOSCHI.

« 1°. 11 terzo volume del Zraité des fonctions elliptiques et de leurs
applications di Halphen, rimasto incompiuto per 1'immatura morte dell’au-
tore, contiene alcune pagine che portano il titolo: Fragments relatifs a la
transformation. nelle quali I'eminente analista ritornando piu volte sul cal-
colo delle equazioni modulari, fa conoscere i vari tentativi da lui escogitati
per risolvere colla maggiore generalitd 1 importante problema.

« Fra questi tentativi, tutti degni di studio, pare a me, che alcuni
(pag. 212, 265) meritino in modo speciale di essere posti in luce e comple-
tati. Questo & lo scopo del presente scritto.

« 2°. Tn una mia comunicazione all'Accademia delle Scienze dell’ Isti-
tuto di Francia, del mese di novembre (1874) ed in una susseguente del
gennaio (1891), ho fatto conoscere che posto:

(1)

essendo ¢ (z) =4 — goz — gs; Y (y) =4y> — y2y — vs; la formola di
trasformazione di ordine x, numero primo, & la seguente:

U
(2 Y=

Rexprcont. 1893, Vor. II, 2° Sem.
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«In essa U & un polinomio in 2 del grado #, T un polinomio del grado
n—1

v=—7—/; e ponendo: |
T=a"+tva,a"+ ’('T_l) a2V + -+ ay
si ha:
B) U=+ (E—1a]T—;¢ (@) TT — ¢ (@) (TT" —TI%)
in cui
11T e
T e £ T da®

« Che inoltre ponendo :
V=[2r+1z+2r—1)a,]U*—+ ¢ U0 —g¢(z) (UU"—TU")
si aveva identicamente :
YV —zU® + _}),2 UT: __|_ }'gT" —0

della quale equazione potevasi dedurre una serie di relazioni fra i coefficienti
@y, @3, @s... del polinomio T e le ys, ys; 6 da queste la equazione modu-
lare per mezzo di eliminazioni. Le formole ottenute in questo modo sono
alquanto complicate, ed il sostituire nelle formole stesse ai coefficienti del
polinomio T, la somma delle potenze delle radici dell'equazione T =0, come
fece Halphen, serve a semplificarlo e ad agevolare di qualeche poco il calcolo
delle equazioni modulari.

« 3°. Sostituendo nella equazione (2) il valore (3) di U, si ottiene :

, TV ’T’ 14
Yy=nx—28H—39 (Jf') i (]»(d,‘) (T)

essendo s, —— »a,. Ora indicando con s,, la somma delle potenze emmesime
delle radici della equazione T =0, si ha che:
T_ & s
m - _1_.7'1 2
e per cid sard:
S S MSp
| para 3 1 ’ S m—1 P m—1
Y =nr— 2'31 g J (") _\.171 pm + W(‘L) Zm 2+ z
= T

Halphen dopo avere dato questa formola, osserva (pag. 266) che il termine
costante nel secondo membro é:

— 28, — 68, +8s, =10
che il coefficiente di z é:

n—1
n— 68 - 4so=1 essendo s, = B
e che per cid pud scriversi:
= gfﬂ
(4) y=24+Dn o
T Z
essendo :

(5) om=2(2m 1) $m1— 3 (2m — 1) g2 Sm—1— (M — 1) 93812 .
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Trattasi ora di determinare quali relazioni devono sussistere fra i coeffi-
cienti g, perche sia soddisfatta la equazione differenziale (1). Questa ricerca
rimase incompiuta nel citato frammento.
« 4°. Dalla equazione (4) si deducono le seguenti :

i /%m m,fll b ({m i m;{;:)om J el = %m }il(/i?+1’)();1+2)9,,h
il i L= &Z e zm+
mentre dalla (1) ossia dalla:
(@) Y (y) =y"*9 ()
si ottengono per successive derivazioni le:
(b) V(=2y4"9(=)+y ¢ (z)
(¢) V' (9)y =2y"9(x)+3y" ¢ (2) +y ¢" (2).

Dall'eguagliare i termini costanti nei due membri delle equazioni (a) (b) si
ottengono le relazioni :

129; — y3 = — g3 — 160;
da cui
280, = 73 — s
e:
240, — y. =160, — 120, — ¢»
da cui:

2001 =y — §s-
« La (¢) conduce infine alle due relazioni generali :
(2m — 1) [(4m - 5) 021 — + (41 — 1) g2 021 — (1 — 1) g5 020-1)] —

m_

g n
=T “»"sz ——) }_s Oin—s Om+s — 0
i

(6)
m [(4/7& + 7) Q2 m+1)— 'ln_ (4771' + 1)\{/? OQom— Lz (2)71 = 1){/5 Q?m—l] T
—3 ):\ Oin—s+1 Qia+s =— 0
i
per m=1,2,3.... Per m =1 si hanno cosi le:

3os=0"+19:01
110, = 30102 + 1§20 + 7 s 0
formole gid date da Halphen, ed i coefficienti os, 04, 05... sl dimostrano
quindi funzioni di @), @2, g2, Ja-

« 5° Cid posto ecco come le calcolazioni per la ricerca dell'equazione
modulare possono essere agevolate da questi risultati. E noto che per una
trasformazione dell'ordine 7, questa equazione & del grado » -1, della
forma seguente :

§:I+l + ag? ;.:n—l _I_ ﬂgg§n—2 + . — 0
essendo & — s, ed «, B, ... coefficienti numerici. Ora dalla relazione (5) deducesi,
per la proprietd dimostrata rispetto ai coefficienti os, 04, 05 ... , che le somme
oy 83 Sge. Si possono esprimere in funzione di & o), 02, g2, 9s. Ma & noto
che le SOMME Sy.y, Svre, Svegs -, Sono funzioni delle s,, S»,..8; @ si
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arriva cosi a stabilire una serie di relazioni fra le & o1, 02, g2 ¢ BElimi-
nando da tre di esse le g,, oo si ottiene la equazione modulave.

« 6. Dalle equazioni (5) (6) si deducono facilmente i valori di ss, S5, Si...
in funzione di o,, 0., & Questi valori sono

63:’_91_*‘”:1!/9. IOS;;:Q-_»—i‘” = (]3""‘ ’/*
5(n—1 "
Lo =tol+tgeor 4 e )gf+'_’(/3:‘
: 3 3.17 3 (n ) 3.7
18s :ﬁ&%—{_z.&l‘lg?"’—[— 1g3g,—,——(/——4] JJ—f—rsl]nE

L X 2 31 751

DD y— B2 3 3 =y i — he-
22 =130 +33 +713”-“ +rgoee Ty s 9 0

QE 2 9(
_}_0‘(3—43 z+ (,k+)_).l(/oq15
e cosl di seguito.
« Per »=2>5 essendo s; funzione di s,, s, dalle prime due delle equa-
zioni superiori si otterrd una relazione fra ¢,, 0, &: cosi per n="7 dalle
prime tre, ed infine per » = 11 dalle cinque. Queste equazioni sono:

per 2 =25 0o —20,§+58—g,8E120;=0
T O B i 5
e per n =17 log,-—?gg:‘ L g:0 — T8 70,8 —i——(/.,:
:34

ma la complicazione dei coefficienti numerici pel caso di # =11 dimostra
tosto che per questa via si giunge difficilmente al risultato.

« Posto & = < : L s, ossia s —=— ¢, le note equazioni modulari per
=25, n="7, sono
6 3 il 2 5
3 — 1.3 — 5y ,3—]—6-93 P — 1035 — 334” —|—3,436‘_0
AT 4 DE 1
B— 1725 — 14952 —Ig:'.f'—ﬁ!?e,flafz—'—gs 49g33. 89’ 38—
7 4 932
T34 44 g2 +'—' 4" =0

e 1'equazione modulare per un valore qualunque di 7, numero primo, ha la forma:
F(z)4+d/(:) =0
essendo F(z) un polinomio del grado »—1, f(3) del grado »—5; e
de—= ggs -— 27g32
« 7° Posto:

F (:) — g+ _+_ Al'gm'l’ Az -1 + Az;n—? + A”H
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i coefficienti A,, A, A;...A,,, hanno i valori che si deducono dai se-
guenti :
n(n—1)... (0 — 2r -+ 2) gg)"
A, — () o oy — — AN
o o (RCE e e s (3‘4

1.23..(2r—1) 3.4 8

« Questi valori facilmente calcolabili col metodo indicato da Halphen
negli indicati Fragments divers (p. 213) nella ipotesi di d = 0, risolvono
nella sua generalitd parte del problema, ma rimane intatta la ricerca della
funzione f(z). I polinomi F(z) hanno proprietd analoghe ai polinomi delle
formole di moltiplicazione, in quanto che quelli di grado superiore al quarto
si possono esprimere in funzione dei polinomi di gradi inferiori. Per esempio
indicando con ¢, , g3, ¢y ... polinomi in s della stessa forma dei polinomi
Vs, Yy, Uy ... delle formole di moltiplicazione; le equazioni modulari sono:

@nal 1) g gyl J L0 @ =B ”(f/e )/_ .

: o
per n=38 ¢3=20 per =295 @y — 39 dg, — 0

e Ccosl via.

« 8°. Siindichino con @, 2, , & ... #y—, le radici della equazione T(z) = 0,
gieno cioe:

=3 (22 = () a8 ey (22)
,:-P(ﬂ .,/1—D(M y Le J)(/[ e y—) = J(M

siavra :

3 —i_'d.'g o + g”fv_x]
Ora rammentando la formola (1):

Yn Ynri
q,”s
nella quale ¥, , ¥, , Yurr Sono polinomi in p(x), si ha che s potrd espri-
mersi con quei polinomi in funzione di z. La ricerca della equazione modu-
lare pud quindi farsi dipendere da quella delle equazioni per la moltiplicazione.
« Consideriamo dapprima, per maggiore chiarezza, alcuni casi partico-
lari. Sia 2==5; si ha:

p () =p () —

=3(z+x) ed = :,,-—%J% essendo Y, =
« Ma dai valori di ¥, , W5, Yy si deduce che:

i (Vs U'-::'I
W + ¥ Y,* \P:s?

wl

(l'__,z PR
(uindi :

s 1 : \
Z‘r—mr—zw—lzd,_m Ly +ve’) — 2 94°]

(*) Halphen, Premitre Partie pag. 100-103.
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e ponendo :

okl =
(,1'3 — )3 ng " w‘ =% '\’"35

== ("]’L*);[(/; 1)t —i2 ]

e siccome l’equazione della moltiplicazione ¢ = 0 & in questo caso:
k—h=—=0

si ha:

L

sara infine :

= 17( )(/ - )

« Per =7 si avranno come sopra :

n D/ L) o 4,‘:) £y =& — mh

posto m:(%) , inoltre :
I3

&y = a0 — mk
e per queste:

:%m(ﬂ—l)

essendo y, =0 ossia:
kB — bk h* = 0.
= Per » =11 oltre i valori superiori di .z, z,, 2. si hanno:
h(k— k) i ‘ ke (h—h—&?)
Ly = L — il T—, LL,:.L—//W
e fra le &, /4 sussiste la relazione y,, = 0 ossia
Wle (B* — k== h)* — (b — h)? (&* — ki -+ h*) = 0.

- Analogamente per qualsivoglia valore di «, la 5 si esprime in fun-
zione di m, h, 7 e queste due ultime quantitd sono legate da una equazione.
Ora siccome i valori di g., g; si ponno facilmente esprimere in funzione di
m, h, k eliminando dalle quattro relazioni cosi stabilite le quantitd s, 4, /
si ottiene la equazione modulare.

« I valori di ¢, ¢; sono:

ge = ’l’f, :[(/+1) +4h] 24k (i + 1)
z/Jz—ﬁ‘ (% 1) 44/4] —361L(/,—}-])[:(A+1)2+4h]+210/ﬁ'
e quindi :

(7) J=—m®h® [/; (1) 48k (k4 1)*— 364k - 16h* — 9h:|.
« 9°. La conoscenza del polinomio F (z) pud agevolare la ricerca per le
considerazioni seguenti :




— 191 —
« Posto y=4—wx si sostituisca alla z in quel polinomio y -, si avrii:
1
F(Z)Z n+l_|_(n+1 cj’r_l_( + )ll 2 n l_l__(ll—l_l)n(ﬂ/ ) .7/“-3‘{"“""'[',"1
nella quale le ¢,, ¢s, ¢;... sono funzioni di # dei gradi primo, secondo, terzo

e cosi via.

« Dai valori di A,., Ay, stabiliti nel § 6° deducesi che rappresen-
tando ¢; col polinomio :

Gy =" _}_ B._ Y o + B:; 3-8 _I_ + B\

1 coefficienti B,, B;... hanno i valori:

o, LB —1) (s —3s +1)(.’—

—

1.2..(2r — 2) 3.4
s(s—1)...(s—2r) //.,)-1(/,

D lEl) By, g ==t e Vi Os
(ErEfE 12..(2r—1) (3.4 8

quindi :
X poy ] 1 3 1 1
OO=ux, G U D e i ¢ el g
Ci=a— o — Yy — 18 g:° ece.

« Ora queste funzioni, le quali non mutano per valori diversi di », si
ponno esprimere facilmente in funzione di m, %, %4; e si hanno i valori:

m N in® ; mé . e
CIZE [(/L+l)'—*—~l—//] Co=— 6—, h (/., — l) 03:I I3 Cy = ? I3

rszqi{:h@(/ﬁ—{—k—i—-}h) cd:"f%/u/;—‘%,; m:%/-u[/b-(/fjt1)?+4/z/.~—h]— —4),

8 ' 5ap
ps:’% W L+ & — K] — 55 0 (Ber* + 2¢2)
e cosl di seguito.
« I valori di » risultano in conseguenza :

it

per n=1>5 y:—?h per n =7 _7/:—-1-_%(//,—}-/;)

m h(le—Nh) | hic(b—h— k%)
o8 =il /Ad; Laptliae k* i ((/.,—/L) :|

« 10°. Nel primo caso di 7= 5, sostituendo nella (8) i valori di ¢, ,
ed il corrispondente di y, rammentando essere /4 =/, si ha :

F(z )N—im“h (Rl —T) — ln.r
ma il valore di d (7) ¢ in questo caso:
0=—m®h®(h*+ 11h—1)
quindi
o A
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da cui l'equazione modulare
D
F (J) + W Jd = 0.

« 11°. T coefficienti ¢y, €5, €e..., come la quantitd g., gs, d @ le 4.
/e, m, possono esprimersi in funzione di ¢,, ¢., ¢s. Si hanno infatti le:

1 &
Ci=4¢, 03— 3¢, ;=8¢ —20:¢3, €+ 53 = 9¢, ¢ — 8¢5°
(i + 3. 4 dey == 6cs 05 — Hes €4y Cs + :)cl =de¢, 05— 3¢’
inoltre :
g =12 (a1 —¢2), gs = — 4 (26, — 3¢, 2 -+ ¢3)
da cui:
J— 34" [3(‘1: ¢ - 6ey ey 05 — 4¢3 ¢y — 4e® — ():l:‘]
ed infine :
£ et B 35 ege 9¢; e, — 8¢y
m = =G — s o !
32 e et ‘ 8¢;t

e la F (s) diverra cosi una funzione delle ¢i, ¢, ¢;. Calcolata questa fun-
zione, la equazione :
(3) +0/(5)=0
e la equazione corrispondente della moltiplicazione condurranno al valore di
/(2) e quindi all'equazione modulare.
« 12. Nelle formole precedenti si & posto:
P (1) =— ¥
per conformarei alla notazione di Halphen; ma dimostrasi essere in generale:
n-1 Yan
Y
« Questa formola conduce a stabilire la relazione esistente fra le equa-
zioni modulari denominate Jacobiane e le equazioni della moltiplicazione.
Infatti, indicando con » la radice di una delle prime equazioni, & noto essere:

p(an)=(—1)

nol i IO

yt=(—1)?* /“'llp"z( ) (e ==l Zhioss )
« Supponendo, per esempio, z =5, trovasi essere:
=110 —1
h

e siccome pei valori dati sopra per 72, 0, si ha:
S l=s 1’h’+]4h"— 1‘)/1—{-1

b4 n (/t'—}—llh—l)‘
si oftiene la nota equazione :

/"’—i—l()(l“—l{) ‘z—f— 5=10
() 5

la quale puo considerarsi siccome conseguenza della =1/ della moltipli-

7

0= —

l“'

12 =

@|—

cazione = .

|




