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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCE]

Classe di seienze fisiche, matematiche e naturali.

MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

pervenute all’ Accademia prima del 20 agosto 1893.

Matematica. — Sulla superficie del 5° ordine con 5 punti
tripli ed una cubica doppia. Nota I. di A. DeL RE, presentata dal
Soeio CREMONA.

« To ho incontrata questa superficie studiando alcunme varietd (1) della
superficie del 5° ordine a cubica doppia e punto triplo, che fu gid oggetto
di varie mie Note precedenti (2). Di essa detti gia le formule per una rap-
presentazione parametrica; ed ora mi propongo di farne uno studio piu ap-
profondito.

SL

« 1. La superficie ¢ rappresentata parametricamente dalle formule (3):

f 3 5 ) 3
!‘ 'I‘l = 1“] J,’n = v._; .I'- = ,—‘ ,/,'_ = ﬁ_.‘_(l)

| (/n—Xxf3v i (0798 12 ?’ £ Uas—}f:xlx‘ ; Ciu —pa7®

ey

ove le Gy (?=1, ..., 4) sono forme binarie cubiche nei parametri omogenei

(1) Sopra alcune varieta della superficie del 5° ordine ecc. Rend. Acc. Lincei, di-
cembre 1892.

(%) Sulla superficie del 5° ordine dotata di cubica doppia e punto triplo. Ibid. Set-
tembre 1892. — Auncora della superficie del 5° ordine ecc. Ibid., ottobre 1892. — Altre
proprieta ecc Ibid., novembre 1892.

(3) Nota citata in (*) n. 8.

ReExpiconTr. 1893, Vor. II, 2° Sem. 14
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A, w derivate da una stessa forma binaria biquadratica £ per derivazione vi-
spetto ai suoi fattori lineari; sicche, posto che sia

Cii = ),/'l “+ ugi (2=1, ..., 4) = ¢\ Cos C35 Cuy
si abbia :

v & poiun terzo parametro variabile, &, . ..., &, sono le coordinate di un punto
fisso, e %1, ..., xsa grandezze arbitrarie.

« lo sono giunto alle (1) definendo la superficie come polare congiunta
del polo & rispetto al fascio delle quadriche

Ot = lﬁ,: —+ g =0 (2)
ed alla quadrica isolata
oz
s O (3)
AR

percid il punto & e triplo per la superficie; e sono sue rette le sei co-
stole del tetraedro di riferimento, le rette che ne proiet-
tano i vertiei da &, e la polare, rispetto a (3). della coniugata
di & rispetto a (2), cioé la retta dei punti:
xfi& ., ue& (F=1,...4). (4)
« 2. L'esistenza di queste rette & data dalle proprieta della superficie
generale del tipo, stabilite nelle Note citate; ma essa, pud, del resto, per le
prime 10, essere verificata, senza difficoltd, sulle equazioni (1). Usiamo, nel
2] fatto, di coordinate cartesiane; avremo che le (1) potranno essere sostituite
dalle seguenti :

p Coae— 74 o Cn—71 >
2 == 13 Y= 1 2 (5)
G4, Use — X2
< Ora, ponendo
F) — (/‘/ )14 (/‘(l).‘l (/“[)‘;a
se nelle (5) si fa u—=—2 L, sl avra :
! s
4_F,.}.(¥Z|([t\'-: y = F"Z;‘ZI(I':‘I _:Fl.).:ﬁkzl(/‘:’_
. - T 9 i e G2 %3 §4°
che rappresentano una retta per 1 origine, poiche per A% = # si ha
Xa /4

z=y=2z =0, e pel punto (/—' G e 7 = Q),...u).
X1 Az xs3
« Faceiamo ora che simultaneamente si abbia

\ o

C{l—xl:”‘ C‘:l—‘Zl:—“ C[{—“Zi:\:o(i;-‘—'g.u

)

allora si avra: » = ¢ =qual., y =0, =0 epperd se ne conclude che
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I'asse delle z ¢ una vetta della superficie. In modo analogo, cioé ponendo
successivamente
Cou—ta=0, Cipo—ys=0 C“—Xl-zylz()(izl.ii)
Caq — Aa.~ 0, Uil:i — A3 T= 0 Ci: T X m= 0 (t [ 2)
si vede che sono refte della superficie 'asse y e quello delle z.
« Poniamo ancora ¢,, = 0, ed
Fy = — (/)i (f9)1 (/9)n
avremo :
X 9’ X Y
[— - =l L=ty =t
F A2+ gl 4 Xz X3
e queste rappresentano la parallela tracciata pel punto «), ciod dal polo della
superficie, all'asse delle #. In modo analogo, col porre successivamente ¢,,= 0,
¢s5==0 si vede che sono rette della superficie le parallele da «) ad 7 e z.
« In fine, considerando le soluzioni comuni alle

Coe —2:—10 Css—xs=0 G — 2 :,,:U(?A =1,4)

si ha y =00, §=o0; epperd la retta all'infinito del piano yz ¢ sulla super-
ficie. Similmente si vede che sono sulla superficie le rette all' infinito dei
piani 2z, xy.

« 3. Riprendiamo a considerare la superficie quale & data dalle for-
mule (1), e scriviamo le equazioni della sua curva doppia. Oltre ai due modi
da tenere, gia dati nella Nota « Ancora della superficie del 5° ordine ecc. -,
l. ¢., § I, n. 2, nel caso attuale ne interviene un altro che & interessante
anche per le cose che diremo in seguito. — In fatti, dalle (1) si ha che le
equazioni del cono cubico (razionale) tangente al punto &;, sono :

"”l =S (Cn S A 13) Sl '—’«"2 = (C-zz = X2 "3) b r‘/"n = (szs — ){318) &3, )(1)
(l,v"] == (CH =Xy I';) §4 ’

¢ percio, se si considerano come corrispondenti, sul eono cubico e sulla super-
ficie, quei due punti dati dalle (1) ed (1') corrispondentemente ad uno stesso
sistema di valori delle 4, w, 7, fra tutte le coppie di punti corrispondenti
avra luogo la trasformazione cremoniana cubica

i ai =& (F=1,. ., 4). (6)

La cubica doppia della superficie sard quindi la trasformata della retta dop-
pia del cono cubico per mezzo della (6). Ora se noi poniamo :

o ) T e—
(/ i X% /%

la retta doppia del cono cubico sard la retta dei piani
/‘f':c =0, Pl == 0 (7)
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pereid, indicando con @, == 0, &, = 0 due piani arbitravii, non condotti per
la (7), un punto di questa retta, variabile col parametro A:w, & dato da
yi=A(f& gt a)+u (/g (i=1,..,4).

11 punto corrispondente sulla cubica doppm doll;l superficie sard quindi dato da
&2
A(fE g& a) + ;li(/i' (/E' b)

e sono percid queste le richieste formule.

(=14 (8)

II.

on

. 4. Se indichiamo con A, . ..., A, i vertici del tetraedro di riferimento,
e con A, il puuto &, potremo indicare con i simboli (#4) == (A7) = A; A,
le prime 10 rette della superficie : 1'undecima allora 1"indicheremo con b.
Tagliando con un piane arbitrario ), avremo su gquesto 10 punti (7%), cosi
distribuiti che, in cinque maniere diverse, essi sono i vertici di un quadrila-
tero completo e quelli di un quadrangolo completo circoseritto al uadrila-
tero; e poi un punto B non allineato con nessuna coppia di punti (2/). Perd,
indicando con 1, 2, 3 i punti 7.(8), abbiamo che sono sopra una stessa conica:

1°. i punti (12) (13) (14) (15)
2°. » (21) (23) (24) (25)
30, - (31) (32) (34) (35) ( ed 1 23;
g2 (41) (42) (43) '(45)
5. = (51) (52) (53) (54)

facendo percid seguire la proiezione sghemba, sul piano u, mediante corde
della cubica (8), da una trasformazione quadratica arbitraria, coi punti fon-
damentali 1, 2, 3, il sistema dei punti (74) si viene a mutare in un altro
che indicheremo ancora coi medesimi simboli e che soddisfa alla proprietd che
(k). (1), (im), (in)

sono in linea retta; e questa retta la diremo i(7 A, 7/, m, n=1,..,5).
Il sistema lineare rappresentativo della superficie ha, dunque, per punti fon-
damentali i 10 vertici del pentalatero 1, 2, 3, 4, 5 ed il punto B. Se ne
deduce che la superficie ha 5 punti tripli nei punti A, As...;As (Y
ed 11 sistemi di cubiche sghembe, cosi distribiti che ne
passano 6 sistemi per ogni punto triplo, 1 per ogni tre ed 1
per tutti e cinque i punti tripli.

¢ Quest'undecimo sistema & composto di cubiche appoggiate tutte alla
retta 4.

(1) Nella Nota: « Sulla m/;ﬂ,“//v'n' del 5° ordine con cubica //(/])/;i// .2

ripli » inserita negli Atti della R. Accademia delle scienze di Modena, vol. IX, serie
io ho fatto un ragionamento dal quale risulta in altro modo (cfr. n. 1), che, oltre al

J punt

9a

punto triplo A;, la supe rficie ha per punti tripli anche A, ..., A;.
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« b. Siccome 6 punti individuano una cubica, quest'ultima proprieta ei
dice che la superficie si pud immaginare generata dalle cubiche condotte per
5 punti fissi e per un punto variabile di una retta fissa ; epperd si pud enun-
ciare il seguente risultato che mette in evidenza la simmelria della super-
ficie rispetto al pentagono dei suoi punti tripli, ciod:

« La superficie del 5° ordine, che stiamo studiando, & la
superficie luogo delle cubiche condotte pei vertiei di un
pentagono gobbo ed appoggiate ad una retta fissa: la sua
curva doppiaé¢allora quella fra tali cubiche che ha la retta
fissa per corda.

« Utilizziamo questo risultato. Osserviamo dapprima che, dicendo (5) il
sistema delle cubiche di eui ora si & discorso, le cubiche di (4) si pos-
sono, due a due, distribuire, in 5 maniere diverse, in guisa
che esse siano su uno stesso cono quadrico col vertice in un
punto triplo. In fatti, dicendo ¢,* una di tali cubiche e ¢ il cono qua-
drico che la proietta da A;, questo cono avrd comune colla superficie la curva

(2k) + (20) + (2m) + (in) -+ ¢\ - @o¥ = y°;

epperd, dovendo essere 4 — 3 -y = 10, sarh 7 = 3, cioe ¢’ — ¢,>. Ma &
aveva con ¢ a comune il punto d'appoggio della ¢,°, dunque a & si appog-
gerd anche ¢,%; ma ¢,® passa per tubti i punti tripli, perché per ciascuno
di questi y'° deve passare con 3 rami, due dei quali sono quelli di una
(2h) (h=1F, [, m) e quello della ¢,*; quindi, se ne conclude, che ¢,® & pure
una cubica del sistema (7).

« Ora, considerando il fascio delle quadriche che ha per base (8) -+ 4,
una qualunque di queste quadriche taglia la superficie ulteriormente in una
cubica sghemba di (4); e questa, proiettata da A;, da un cono quadrico. Vice-
versa. dato uno' di questi coni quadrici, siccome esso taglia la superficie se-
condo due curve di (&), per mezzo della costruzione precedente gli vengono
a corrispondere due quadriche del fascio (8) -+ 4. La corrispondenza fra i
coni del fascio Ai(Ay, A;, A,, A,) e le quadriche del fascio (8)— 4 che
cosi viene a porsi, per mezzo della superficie, ¢ dunque una (1,2); e noi ab-
biamo quindi, facendo che B; prenda la posizione di tutti i 5 punti tripli,
il seguente risultato :

« La superficie pud essere ottenuta in 5 modi diversi
per mezzo di un faseio di quadriche con hase decomposta ed
un fascio di coni quadrici in corrispondenza (1, 2).

« 6. Prima di trar profitto da quest'ultimo risultato, torniamo alla rap-
presentazione piana. Quanto si & detto al principio del numero precedente
intorno alla distribuzione, due a due, delle cubiche del sistema (4) ci mette
in grado di poter dire che le immagini di tali cubiche costituiscono in 5 modi
diversi una involuzione, e che tutte le 5 involuzioni cosi ottenute sono armo-
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niche ad una stessa ), della quale 1 raggi doppi e, / costitui-
scono, insieme ai lati del pentalatero 12...5, I'immagine
della cubica doppia (Y).

« I punti di e, /, due a due, I'uno su e, l'altro su /, rappresentano uno
stesso punto della cubica (8), e si corrispondono su queste due rette proiet-
tivamente. In fatti, poiché una retta qualunque del piano rappresenta una
quartica razionale della superficie, epperd la quartica ulteviore sezione di
questa con una quadrica arbitraria condotta per la (8), la quartica imma-
gine della congiungente i punti immagini di uno stesso punto della (8) avrd
in questo un punto doppio, e sard quindi l'ulteriore sezione della superficie
col cono quadrico proiettante da quel punto la cubica (8). Ora nel sistema
dei coni quadrici che dai diversi punti di (8) proiettano la (8), ve ne sono
due che passano per un punto arbitrario dello spazio, ed in particolare per
un punto della superficie ; sul piano rappresentativo passeranno dunque due
rette ciascuna delle quali congiunge i punti immagini di uno stesso punto
della (8); vale a dive che l'inviluppo di queste rette ¢ una co-
nica 4, tangente ad e /: questa conica & evidentemente, tangente ai
5 lati del pentalatero 12...5; e, quindi, il problema della costruzione dell'im-
magine della cubica doppia si riduce a quello, quadratico, di condurre per B
le tangenti a 4.

« 7. E importante di osservare che, posto 4.(8)=E, I, il cono proiettante
da E, o da F, la (8) riesce tangente, lungo la (8), alla superficie. La sezione
ulteriore di guesta con quel cono si compone, in fatti, della & e di una
cubica che passando per E, o per F, ed essendo circoscritta al pentagono dei
punti tripli, coincide con la (8). Noi, dunque, possiamo intanto dire che
lungo la cubica doppia le due falde della superficie si com-
portano come quelle di due coni quadratici, dotati di una
generatrice comune, lungo la cubica loro ulteriore sezione;
o, in altri termini, cid che fa lo stesso: 1l'inviluppo dei piani tan-
cgenti lungo la cubica doppia @ 1'insieme dei due coni qua-
drici: E.(8)=(E), F.(8)=(¥); e di questi due coni l'uno & toec-
cato dall’uno, 1'altro dall’ altro dei piani tangenti in uno
stesso punto. Si capisce che, in questo enunciato si escludono i piani tan-
genti nei 5 punti tripli, i quali, in qualeche modo, potrebbero anche dirsi tan-
genti lungo la curva doppia. Del resto, fra questi piani appartengono agli
inviluppi (E), (F) quelli tangenti lungo le generatrici doppie dei coni cubici
corrispondenti.

« Un punto della conica o essendo 1'intersezione di due tangenti infi-
nitamente vicine, le quartiche della superficie, con un punto doppio sulla (8),

(*) In generale, si ha che la cubica doppia di una superficie del 5° ordine, che ne

possiede, ha per immagine, sul piano rappresentativo, ona curva del 7° ordine (cfr. Clebsch.
Math. Annalen, t. III).
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avranno un inviluppo, e questo sard dell' 8° ordine perché . ¢ tagliata dalla
immagine di una sezione piana arbitraria in 8 punti. Quest' inviluppo lo di-
vemo A"; e poiché A @ toccata da e, / nei punti che insieme a B dinno le
immagini dei punti B, F, 4" & tangente alla'cubica doppia nei punti B, P.
Poiche, inoltre, e, /'hanno ciascuna a comune un punto con 1, ..., 5, #" passa
per tutti e 5 i punti tripli; e ne concludiamo questo risultato che contri-
buisce a dare una nozione piu chiara della superfleie, ciod: Sulla super-
ficie le quartiche sghembe, dotate di un punto doppio sulla
cubica doppia, hanno per inviluppo una curva dell'8° ordine,
circoscritta al pentagono dei punti tripli, ed appoggiata
alla cubica doppia nei punti B, F; il passaggio pei punti tri-
pli, e questo appoggio, seguendo col toccare la ().

« Cerchiamo ora le coniche e le cubiche, piane o sghembe, isolate che
la superficie possiede. Evidentemente le coniche sono quelle che corrispon-
dono alle rette

(ik) . (mn)
dove %, mn sono due combinazioni binarie dei numeri 1,2, ...,5 non dotate
di elemento comune, e quelle che corrispondono alle rette

B. (¢k).
5.4.3.2

8

di 10; abbiamo dunque che sulla superficie vi sono 25 coniche,
10 delle quali-nelle facce del pentagono dei punti tripli, ed
appoggiate alla retta &; delle 15 rimanenti ne passano sei
per ogni punto triplo, e quelle che passano per A; si appog-
giano una ad una alle sei rette (4) (7, A l=1,..,5).

« Si pud aggiungere che fra le coniche della 1? specie, due qualunque
non hanno all'infuori dei punti tripli, punti comuni, mentre che fra le co-
niche della 2* specie una qualunque ne incontra otto della prima e due della
propria specie. Vi sono poi, nella 2* speecie, 12 coniche incontrate da umna
della prima.

« Accanto alle 15 coniche della’ seconda specie abbiamo 15 cubiche
piane : queste completano la sezione dei piani di quelle coniche colla super-
ficie. Hsse banno per immagini le coniche condotte per B e circoscritte ai
quadrilateri semplici contenuti nel pentalatero- 12...5; si appoggiano percid
ciaseuna ‘ai quattro lati di wn determinato quadrangolo formato coi- vertici
del pentagono dei punti tripli, ed hanno, tre a tre, in ciascuno di questi punti
tripli, un punto' deppio.

« 8. Finalmente, considerando il pentagono: 1,2, ..., 5 troviamo che esso
pud in 12 modi diversi essere considerato come pentagono semplice ; ‘e cor-
rispondentemente si hanno ‘sul. piano rappresentativo 12 pentilateri semplici.
A ciascuno di questi @ circoserittibile una conica, alla quale corrisponde sulla

« Le prime sono in numero di 15 == , e le seconde in numero
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superficie una cubica che non incontra la retta &, ma che incontra 5 delle
vette (/4). Noi, dunque possiamo, dire che all ' infuori dei sistemi gia
descritti di cubiche sghembe la superficie ne possiede al-
tre 12, ciascuna delle quali & appoggiata ai 5 lati di un de-
terminato pentagono semplice formato col pentagono dei
punti tripli. Ognuno di queste cubiche & poi appoggiata in 4 punti alla
cubica doppia ed alla curva '

« Per una nozione piu chiara della forma della superficie, oltre alle
nozioni precedenti, giova l'osservare che la superficie stessa ® a falde reali, o
non, lungo la curva doppia secondoché B & esterno o interno a .7, ciod secon-
doché 4 & una corda appoggiata in punti reali o in punti immaginarii alla (8).

S III.

« 9. Considerando il fascio di quadriche che ha per base la (8)-(ik),
e ragionando come nel n. 5 della mia Nota: « Altre proprieta della sup. ece. »,
L. ¢, noi troviamo che la superficie si presenta come Inogo delle intersezioni
degli elementi corrispondenti delle quadriche di quel fascio e dei coni eubici
(razionali) di un sistema di indice 2 in corrispondenza univoca, coni dotati
di 4 generatrici comuni, le (:%), (i), (im), (iz) e di comune vertice A;.
Di fasci quali quelli di base (8)+(¢4) ve me sono 10, e per ognuno di essi
si hanno due sistemi di coni cubiei, uno col vertice in / e l'altro col ver-
tice in /; noi dunque possiamo dare quest'altro enunciato che fornisce altri
modi di costruzione della superficie :

<« La superficie del 5° ordine con 5 punti tripli, ed una
cubica doppia, si pud, in 20 maniere diverse ottenere, come
luogo delle intesezioni degli elementi corrispondenti di un
fascio di quadriche con base decomposta ed un sistema,
d'indice 2, di coni cubici razionali in corrispondenza uni-
voca. Questi modi sono coordinati, due a due, alle 10 rette
della superficie uscenti dai punti tripli.

¢« 10. Procedendo ora come al n. 6 della mia Nota citata si ha che, cor-
rispondentemente ai precedenti modi di generazione, la superficie si presenta
in 20 maniere diverse come caso specializzato delle superficie del 7° ordine
a quartica doppia contenute nel tipo.

[P —fifape—+ [t g3 = ()
ove /i, f: sono forme quadratiche nelle coordinate Ly, ey Zg dl un punto,
€ 91, ¥2, @s sono funzioni cubiche omogenee delle quantita :

= (Bréz), Jp=(rakz), Js=(aiz) (10)
ed ove «;, fi, yi, & sono le coordinate dei vertici di un tetraedro arbitrario.
Senonche, oltre alle condizioni in quella Nota enunciate, per la scelta delle /
¢ delle ¢, ne occorre ora una nuova per le ¢, ed & che i coni cubici

=0, =0, ;=0
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abbiamo 4 generatrici comuni. Come allora, per virti di tutte queste con-
dizioni, dalla (9) si viene a staccare un fattore lineare contato due volte.
sicché nell'equazione restante si ha quella di una superficie come vogliano;
e come inoltre, per virti delle (10) scritte nella forma :
S == (Br)u Dim ) Je =23 (yee)in Pum » \\\x == (apf)u Pim

e delle sostituzioni @i=uw; (i =1, ..., 4) I'equazione (9) diventa quella di
un connesso piano-vetta (3, 4), cosi, avendo ¢id luogo in 20 modi diversi, noi
possiamo dive che :

« La superficie del 5° ordine,con 5 punti tripli e cubica
doppia, pud, in 20 modi diversi, essere ottenuta quale super-
ficie polare congiunta rispetto ad un connesso piano-retta
(3,4) e ad una quadrica. In ognuno di questi modi di produzione la
superficie si trova accompagnata da un piano, contato due volte.

« 11. L'ultimo teorema del n. 5 c¢i da un analogo ed importante risul-
tato. Per esso teorema la superficie si presenta come caso di degemerazione
della superficie generata dai sistemi :

Agy —+ pgs — 0 VA . L= 1w .f3=0
cioe della superficie

g L2+ [P =0 (12)
ove ¢, ¢, sono funzioni quadratiche della (¥, , {2, Xs ed /i, /. funzioni qua-
dratiche arbitravie delle coordinate z,, ...,z di un punto. Perché la (12)
sia una superficie quale noi la vogliamo, la quartica /, = 0, /o = 0 si deve
decomporre in una cubica ¢® ed in una sua corda 4 ; & non deve essere su /
ma su ¢ Allora, detti,p. e., &, £ i punti 4.¢% dalla (12) si stacca il fat-
tore (§44') e I'equazione rimanente sard quella di una superficie come vo-
gliamo. Se in (12) si fanno le sostituzioni (11) e le mi=w; (i =1, ..., 4)
noi avremo questo risultato:

« Vi sono 5 enti connessi (4,2), rispetto a ciascuno dei
quali, e rispetto ad una quadrica, la superficie & polarecon-
giunta di un suo punto triplo. Anche in questo modo di generazione
la superficie viene accompagnata da un piano, ma semplice ».

Fisica. — Sulle equazioni della rifrazione della luce. Nota di
STEFANO PAcLIANI, presentata dal Socio CANNIZZARO.

« In una Nota precedente (*) ho dimostrato che per il potere induttore
specifico, o costante di dielettricitd dei composti liquidi si possono avere le
due relazioni: -

D—1N D—1 N
"D—‘ﬁ —cost. e T ]/ﬁ — 608f.,
(1) V. pag. 48.

Rexprcontr. 1893, Vor. II, 2° Sem. 15




