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Matematica. — Su/ia leoria deqgl’ ///'///'///' se ryl/f".(’ U 1 \‘/m'/'/‘(’
r//l//r'/'»'!‘/lf’/l/'. ad una Superficie algebrica. Nota 11 del l'n||'is|mll—
dente FRANCESCO SEVERI.

3. Sieno ora

(7) Yor1 =0 4.0, Y =0,
p —q aggiunte ad I, d'ordine m 3, che stacchino curve indipendenti
] ] agg I
SOpra un gencrieo piano y cost, per guisa che il sistema lineare
(8) A Yo+ -+ 2, 9, =0
ha la dimensione p g —1

Non si potra pero esigere, come per le aggiunte d'ordine m 2 del
sistema (6) sopra ecostruito, che le (7) stacchino ¢ curve indipendenti
sopra ogne p1ano y = cost. ; cheé anzi. s Pg > U, esistera Sempre un numero

finito di piani 7 = cost.. su cui le curve suddette saranno linearmente di-

pendenti. Invero entro il sistema lineare V'. di dimension¢ . — 1, delle

acgiunte d'ordine m 3, la varieta W’ delle superlicie spezzate in

un'ag-
giunta d'ordine 7 — 4 ed in qualche plaro y = cost., & di dimensione p,,

e quindi W' ha in comune un numero finito di
lineare generico, di dimensione (» —,L_/r, -1)
nente a V'. 7 valori di v ner

elementi con un sistema

P p—q — 1, apparte-

tut accade che le curve (7) divengano linear-
mente dipendenti, si diranio i valori eriti

i y (per la stretta analogia
che hanno cou quelli considerati da Poincaré)

Il valore y =oo, nei ricuardi di questo concetto, s

tratta come ogni
altro valore finito di y, perché la proprietd che definisce i valori eritici ha
carattere proiettivo (1).

Se py =0 non csiste alean valore eritico pel sistema (8), perche so
un pano y =y, le (7) dessero curve dipendenti,

esisterebbe una super
ficie di (8) contenente juel piano

(") Non ¢ difficile provare che si pPossono scegliere le (7) in guisa che vi sia un solo
valor critico prefissato, p / (occorre all'uopo considerare le aggiunte ad I d’or-
dine minimo u 3 f con esse altrettante aggiunte linearmente indipendenti
d'ordine 3, aggrecando o Y 0 contato u voltc po1 considerare il mas-
imo numero di aggiunte linearmente Indipendenti d'ordine m @ — 2 tali che il loro
sistema lineare non contenea alenr aggiunta spezzata in un pianc cost. e in un'ag-
gianta d'ordine m — u — 3, ¢ formar: co 1 esse altrettante aggiunte d’ordine m— 3, aggre-
gando il piano y—y 0 contato w 1 volte ). Naturalmente il valora y =y, sara
allora un valore critico m ordi nolteplicita ecnal ‘ordine delle varieta W’
(che & assimilabile ud un 1 o' spazi lineari dj

limensione p, — 1),
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Osserviamo infine che il sistema (8) pud esser sempre scelto in guisa

da evitare che uno o pii prefissati valori di y(y=e , y=24F,. ed even-
tualmente y = oo), in numero finifo, siano critici. Basta all'uopo gliere

entro V' il sistema (8) in modo che non incontri i sistemi lineari oofs!
8 ... e in aggiunte d’ordine

delle superficie spezzate nel piani y =@ 0 ¥ =
m — 4. Riassumendo:
Scelte p— q aggiunte d’ordine m — 3 ad P

(7) Yyrr =0, ..y Yy 0,

le quali seghino p— q curve indipen lenti sopra wn piano generico pis-
> 0, ¢'¢ un numero finito di piant ecces 1onali

sante per la retla 7, se p, >
del fascio r su cui le (7) danno curve linearmente dipendenti; e st pud
sempre sceqglier le (7) in modo da evitare che uno 0 pii prefissati piani
del fascio, in numero finito, siano eccesionali.

1. Consideriamo ora il sistema lineare, che indicheremo con L

(9) Ay @y Lo Py T+ (Agar Wour = = 2o Wp) (4 — Yo) 0

di aggiunte d'ordine m — 2, il qual sistema riducesi a:

(%) gy 29yt (R Yoo £ + 2 Pp) =0,

quando sia 7, o0 .

Dico che il sistema L ha la dimensione p —1. Infatti la (9) — 0
la (9') — non pud ridursi a un'identitd in z,y,z per valori tutti nulli delle
Ay 4., Aq, senzache sieno contemporaneamente nulle tutte le dg+aaieimian Ap;

e viceversa. Né d'altronde pud darsi che sia diversa da zero qualeuna delle 4
del 1° grappo e qualeuna delle 4 del

qualche superficie del sistema (6). contenente come parte il piano y — ¥

90 gruppo, perché allora vi sarebbe

Denotiamo con 7z il sistema lineare:
(6) g4+ A9, =0
¢ con K il sistema lineare:
(10) (' — #0) (Agr P 4 A =0,

cui si aggreghi il piano improprio,

che riducesi alle superficie del sistema (8),
quando o — .

E chiamiamo, come prima, valor: eritici di y rispetio
risultano linearmente dipendenti.

[ sistema L,

quelli per eui le curve (9)

2 chiaro che tutti i valori critiel del sistema lineare (8) sono eritici
pel sistema lineare L: e che inoltre L possiede come valore critico y = ¥,
(0 y =00, 8¢ Yo ), perche sul piano y = Yo le curve di L riduconsi

soltanto a ¢ indipendenti.

1
i
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Orbene, dico che L non possiede altri valori critici, oltre ai nominati.
Infatti, se esistesse un valor eritico 7 = «, diverso dai precedenti, si avrebbe
per convenienti valori 4{”,..., 27 non tutti nulli dalle 4, I'identita rispetto

ad z,
Weo(x,a,s) - AP @o(x | @, 3)
(@ — 7o) (A% Yoo (@, @, 8) ... ) =0,
donde si trae:
A (z,y.3) Y —¥Yo i1 Yo (2, 7.8) ) =(y—e) Pz Y12,
Y — 0 essendo un'aggiunta d’ordine m — 3
Ora le 41, ..., 2" non potrebbero essere tutte nulle. perché altrimenti

si cadrebbe in uno dei valori ecritici gid nominati; dunque la superficie
Weo(z,y,z) . A @o(2 yy 5) = 0 del sistema 7z dovrebbe segare su
ogni piano y — cost., fuori della retta », una curva appartenente a qualche
superficie aggiunta d'ordine m —3: il che contraddice al modo con cui fu
scelto 7z. Posto:

(11) Porr = (Y — Yo)Waa1 s+ - - P = —Yo) ¥y,

i puo enunciare che:

Il sistema lineare L di equasione :

oo+ ";’/'/‘/"/'}‘)-“IM’/MIJF ”+j'.l’(/‘l' —=10;y
non possiede altri valori eritiei,

Ulinfuori di quelli che sono eritics pel
Sistema :

ApeiPpor 4 Ay =0.
Giacche appunto i valori critici di questo sistema K souo quelli critici

pel sistema (8), coll'aggiunta del valore critico Y =1Yo- Se p,= 0, 1'unico

) 88 Yo =, o)
5. Dalle proposizioni dimostrate nei nn.
e un valor eritico di L,

valor eritico di L ¢ Y=o (0 y s

3. 4, si deduce che se y —

si possono sostituire alle Ya+14- - Pp, altre p—

— 2, linearmente indipendenti, P ¢, in guisa
che pel nuovo sistema I.':

aggiunte d'ordine m

Lo+ - +A/1/,I+A,(,‘(p,‘~‘1—-v»+/',‘,1/"‘ 0
il valore ¥ = @ non sia pit critico od anche

che non siano critiei certi
valori prefissati y = & , y=_a

(ivi compreso eventualmente y — oo),
I'intento aggregando alle L /A |
piano fisso y — N1 =0 (y, % yo) invece del piano y

Si avidallora @), = (y — 4,) Yorisen, W)

Se @ /o 81 ottiene senz'altro

— Yo =0.
(Y —y)¥,, ciod:

5 ’ V==Y y Y Yy
(12) P+ = - Par s o, Q=" =
Pg+1 I — 7 Pq e Py

Y —Y S
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Il determinante di questa sostituzione lineare, che fa passare dalle ¢
(2 U= gu\ed 3
alle ¢', riducesi a ( . ) Esso annullasi pel valore ¥ =y,. che &
Y—Yo g :

critico rispetto alle ¢', e diviene infinito pel valore y Yo, che & eritico
rispetto alle ¢ .

Se y=a , y=24p,... sono valori diversi da y,, critici per L, cioé
pel sistema (8), in forza del n. 3, si potranno sostituire alle v, , ..., Y,
1
altre p — ¢ aggiunte d'ordine  — 3, linearmente indipendenti, ¥/, ..., u,,
in guisa che y =« , y — f#,... non siano critici. Allora posto:
; ' ' ’
(13) Gg+1 = (Y — Yo)Wi+1 5 - n (v — o) W,

il nuovo sistema L' non avra piu i valori eritici y —« , y —=pg,...

Qual'é il legame fra le ¢ e le ¢, cioe fra le 3’ e le w? La curva
staccata dalla ) .; sopra un generico piano 7 — cost. si esprime linearmente
mediante le sole Y,y , ..., W,, appunto perche le aguiunte d'ovdine m — 3
staccano su quel piano un sistema oo?~77'. [ coefficienti di tale combina-
zione lineare sono univocamente determinati, perche altrimenti per 7 generico
si avrebbe fra le Wg.y ..., ¥, un legame lineare. Dunque i coefficienti di
quella combinazione lineare sono funzioni razionali di y. Fra le ¢’ e le v
si avrd pertanto una sostituzione lineare del tipo:

P—q

(14) Youi SR Yosj (2 L,....p—q),

le a;; essendo funzioni razionali di y. Se y n & un valore per cui il de-
terminante |a;| delle @ si annulla, fra le p — ¢ forme lineari (14), ove in
esse si ponga y = 7, risulterd un lecame lineare a coefficienti costanti non
tutti nulli. I1 che significa che 7 & un valor critico del sistema delle y/'.
Viceversa, se 7 & critico per le ¥', sussisterd, per valori non tutti nulli
delle 2, un’identitd, vispetto ad =, s, del tipo:

(0) = —
2 Ak 2 B Yeri =0,
=1 1

(ove @ij, Yqsy Somo i valori di i, Pes; POr y = 1), cioe:

(15) D Wi D @ A%=0,
J

donde si trae che o sussistono le relazioni > @47, 0 o allora il determi-

nante delle z @ nullo; oppure fra le ¥ havvi il legame (15) a coefficienti

eostanti, non tutti nulli.
Dunque gli zeri della funzione r zionale |a;;| cadono nei valori di y

che son critici pel sistema delle ¥' senza contemporaneamente esser critici
pel sistema delie . Considerando poi la sostituzione lineare inversa della (14)
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si vede subito che |ay;| diviene infinito soltanto nei valori di y che son eri-

tici pel sistema delle vy, senza esserlo pel sistema delle ¥/'.

Ouesto risultato vale anche nel caso prima esaminato della sostituzione
)

lineare (12) (w,, il i} , @ij 0 per 7= j). perche in tal caso i soli

=1%o
valori eritici, che non siano comuni alle y ., @', sono appunto 7, . .

Ricordando le (11),(13) la (14) si serive:
(16) Povi = X, Uij Pg+j »

e si conclude che:

Se il sistema lineare L possiede ¢ valort critici y a .,y By
si posson Sempre cangilare le ¢gq.y . ... 9 sostituendole con allre p— q
aggiunte indipendenti dordine m—2 , @oeyy- .- Pp. A guUis che quer
valori non siano pin eritici pel nuovo sistema L

Loy, g Pq Agi1 Pg+1 . lyg (0)

Le ’l‘;'\ =l .(]' son legate alle s 9, da una sostituzione li-
neare del tipo (16), ove le a son unziont raziona di y e il determi-
nante |ai| delle a si annulla pei valori di y che son eritici pel sistema L/,
ma non per Ly e div infinito pei valo e son critici per L, ma
non per L'. In particolare |ay| presenta singolarila polari in y @,
Y= |

OsservazioNeE 12, — Il determinante |« s1 riduce ad una costante

(non nulla) allora e solo allora che L, L’ hanno gli stessi valori eritici

OsservazioNE 2% — Ridotte le funzioni razionali ; allo stesso mi-

nimo determinatore comune, che sia il polinomio «(y), le (16) potranno

seriversi
a(Y) Pge > bij pgsis

ove le 4 son polinomi in y. Si pud ora supporre che il sistema L abbia
il solo valore eritico » o, e cid perché si pud assumere come equazione

di L

Ay @ “99p A1 Yo X 4p Wy 0,
ove il sistema delle @ abbia come solo valor critico y @ (n. 3). Allora
bii | |
P 2 JE / “ 1
il determinante ”’}/“ — , avra il solo polo @ e quindi a(y)

dovrd ridursi ac na costante Ve consecue che o J
1 unz costante. Ne consegue che g7 possono  scegliere

L8 PourseneyYp iRk tal quisa che per ogni scelta dell I/V‘H s ([' y

oefBeient ol I eng - ;
coefficienti delln sostituzione (16) sieno polinomi in vy .




