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Matematica. — Sulle varieta a tre dimension: e di quart or-
dine che son luoghi di almeno <* rette. Nota I di Eueenio
G. TocriarTI, presentata dal Socio C. SEGRE (¥).

1. La dimensione dello spazio normale d'una VY irriducibile ¢ < 6 (%);
ed & noto che una V3 di S; che non sia un cono proiettante da un punto

una superficie di Veronese, contiene una serie razionale oo' di piani (3);

escluso che sla um cono, quegli oo' piani uniscono terne di punti omo-
loghi di due rette @, 4 e d'una conica riferite proiettivamente (?).

Tale V3 contiene oo® rette Viceversa, se per un punto generico P di
una Vi irriducibile, che nox sia un cono, passano infinite rette della Vi (3),
questa contiene oo' piani (°), costituenti una serie razionale (perché un iper-
piano generico contenente uno di essi sega ancora V4 in una F* rigata non
cono), dimodoché la V! coincide con la precedente o con una sua proie-
zione (*).

La proiezione W§ della Vi di S, anzidetta da una retta cenerica r
dell'Sg sopra un S,. ¢, ha come superficie doppia nna rigata cubica nor
male I (°): infatti, un S, proiettante generico sega V! in una C' razionale
normale che ha tre corde incidenti ad ». Si vede poi subito che I’S; proiet-
tante » @/ contiene due piani w, » di Vi e percid contiene un S, proiet-
tante (interseziome degli S, w,rv) che sega u,v in due rette m, u, e
la cui traccia ¢ su ¢ ¢ quindi una retta doppia di W4, anzi proprio la di

rettrice rettilinea di F, perché le o' coniche di Vi passanti per le sin-

(*) Presentata luta del 16 genn 1921

(*) V. ad es uzione alla geometria prowttiva degli iperspazi, Pisa
(1907), Cap. 9% n. 6

?) V. ad es. B loc. cit., Cap. 14° n, 10

(3) Seare, Sulle v 2 normali a tre dimensioni compe 1t serie semplici ra-

¢, Afti Ace. Torino, 21 (1885-1886), pp. 95-115. Questa stessa V3 trovasi
in: G. C. Young, Sulla varieta razionale normale M3 di S, rappresentante della trigo-
nometria sferica, id., 34 (1898-1899), pp. 587-596
o gl ¢
) Anzi !, se no la V3 conterrebbe 1'S, che la tocea in P
(®) Severi, /ntora 1 punti dop myroy 11 un superficie generale dello spaato

a quatiro dimensiony, e @' suor punli trig apparenty, Rendiconti Palermo, 15 (1901),
pp. 33-51, u, 10

®) Aprile, Sulla varietd, dell'S,, del quart tne, con rigale cubica normale
loppi At Ace. Giloen ( 7, (1914), Mem. XXII, p 1-21
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gole coppie di punti di m, z situate su rette incidenti ad » (7) stanno in
piani anche incidenti ad », e si proiettano su ¢ in altrettante rette doppie
di W incidenti a & .

Tra le proiezioni particolari della V! di S;, che non discutiamo minu- f
tamente, rileviamo solo la V3 di S, con piano triplo, che si ha quando 7 “
sta mell'S, d'uba rigata cubica della V{ di S;, rigata che pud anche spez- !
zarsi in nn piano della V4 e nella quadrica divettrice minima (%).

Le V& qui considerate sono le sole Vi irriducibili, non coni, a curve- '
sezioni razionali (7). |

9. (onsideriamo ora in Sy una V4 rigata, irviducibile, normale, non i
cono: essa avrd curve-sezioni ellittiche, percid sard la base d'un fascio di
quadriche di Ss ('°). Anche questa & notissima (*); la sua proiezione in S, |
da un punto generico O ha una quadrica doppia, traccia del cono quadrico ‘.1
intersezione della quadrica del fascio che passa per O col suo S, tangente 3
in O (*2). Viceversa, ogni V3§ irriducibile di S,, non cono, a curve-sezioni “
ellittiche, & proiezione della precedente (**) {

3. Fermiamoci sulle V3 irriducibili, rigate, non coni, normali in S,. ‘ b
Gli o' S, tangenti ad una tale V& nei punti d'una generatrice generica g [ i
inviluppano, di regola, un cono quadrico di 2* specie avente g come retta [ {
doppia, ma possono formare fascio intorno ad un piano contenente g e che \I"

\’ 1
|1k
: (7) Rappresentando V4 su un 8, col sistema lineare o® di tutte le quadriche con {1
tenenti una stessa retta [Scgre, loc. cit., nota ()], le rette dell'S; rappresentano co-
9 niche di V4 |
i (%) Quest'ultimo caso @ noto: v. Fano, Sulle vartetd algebriche dello spazio a
] quattro [imensioni con un qruppo continuo integrabile di trasformasion: proiettwe n
] s, Atti Ist. Veneto, (7) 7 (1895-1896), pp. 1069-1103, n. 4. Ii

(%) Enriques, Sur sistemi lineari di superficie algebriche ad intersezioni variabili
iperellittiche, Math. Ann, 16 (1895),
Sui sistemi lineari di superficie algel
ellittiche, questi Rend., (5) 2 (1893,), pp. 281-2

(') Enriques, Sui sistemi lneary duv superficie alge iche le cui intersezioni va-

179-199, n. 9 (ed anche la nota dello stesso !

iche le cui intersezioni variabili sono curve iper-

, nota (}) a p. 282).

riabili sono curve ellittiche, questi Rend, (5) 3 (1894,), pp. 481-487. § 3 (vedi anche,
nei Math. Ann., il n. 13 della Nota dello stesso A. citata nella nota prec.)
(1) Segre, Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualunque
di dimensioni, Mem. Acc. Torino, (2) 36 (1885), pp. 3-86, parte 1T }
(12) Casi speciali della V3 di S, con F* doppia si trovano in: Snyder, On cyclical q‘
Quartic Surfaces i Space of N dimensions, Bull. Amer Math. Soc., (2) 6 (1899-1900), ‘1
pp. 194-108; Aprile, Di alcune congruenze, d'ordine due, di superficie nell’ Sy ¢ di co-

niche nell’ Sy, Mem. Aecc. Acireale, (3) 10 (1918-1919), § 2. Altri casi speciali notevoli

la V4 lnogo delle rette incidenti a due coniche generiche di S,, la V3 luogo delle

rette che uniscono punti omologhi di due piani generici di S riferiti in corrispondenza

quadratica.
(13) Enriques, loe. cit. nella nota (1%), § 1
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/ ] soincidere in uno stesso
risulta tangente a V§ lungo g, oppure possoio coincidere tutti 1n
1). Siano: @ un piano generico
di « con V&, ed A,B,C i punti

son punti

contenente g,

S, tangente a Vi lungo 7 (
y la cubica piana intersezione ulteriore
comuni a ¢ e y. Nel 1° caso, due di questi punti, ad es. A% BY .
di contatto di « con V&, e C & punto doppio di Vi; il luogo di C, non
potendo essere una linea direttrice di V4 ('%), sara un plano 7, doppio

sante le generatrici di V§ (on. 1 e 2).
7 (15) é rigata, perche luogo

per Vi, unis
Viceversa, una V4 di S, con piano doppio
di o' quadriche a due dimensioni situate negli S, passanti per 7z, e non

ammette, in generale, degli spazi tangenti fssi lungo ogni generatrice.

4. Se invece V4 ammette lungo ¢ un piano tangente N0sso,
punti A,B,C, ad es. A, & punto di contatto di « con V4, mentre B, (

uno solo dei

sono multipli per V3.
4) Se B, C sono distinti, e percid doppi per V3. essi non
perche questa verrebbe

possono

descrivere entrambi una superficie, doppia per V3
di ordine >>1; né possono descrivere due linee divettrici di V4 (o un'unica
direttrice bisecante le ceneratrici di V?¥), se no V4 avrebbe lungo ¢ un S

tancente fisso (*4): percid B, ad es., deserive un piano doppio 7, e C de-
g v [

scrive una linea doppia irriducibile L , unisecante le generatrici di V3, la
quale sard quindi un caso speciale di quella del n. 3. Un S, generico con-
tenente 7z sega ancora V4 in una quadrica irriducibile che ha su ogni ge-
neratrice un punto doppio di Vi non situato su 7, e che percid & un cono
col vertice su L. Cioé L & luogo dei vertici di detti coni, ed e incontrata
in un sol punto variabile dagli S; contenenti z; percid L non pud essere
di ordine =5, se no un S; generico taglierebbe V4 in una F* avente una
retta doppia e, fuori di questa, almeno 5 punti doppi, tra i quali almeno
due dovrebbero stare su una retta incidente a = ('%), e quindi anche in
un Ss, certo variabile, contenente 7. Se poi L sta in un piano, segante 7
in un punto solo, essa ¢ di ordine < 3, perché una retta generica del suo
piano, essendo sghemba con 7z, sarebbe doppia per V4 se ne contenesse piu

di tre punti doppi. Dunque L pud essere: una retta schemba con 7z; una

conica incidente a 7; una C* piana con un punto doppio su 7r; una C?
sghemba con due punti (distinti o no) su z: una C* di 22 specie, di un Sz
con tre punti allineati (distinti o no) su z; una C* razionale normale con
tre punti (distinti o no) su =.

(M) S

o ; -
Preliminari di una teoria delle varieta luoghi di

p spazi, Rend. Pa-
lermo, 30 (1910,), pp. 87-121, nu. g

2 § 5, 6
15) ] etta, S e v 2l ri

(") Marletta, Sulle varicta del quarto ordine con piano /u/;,rm dello spazio a

quattro dvmensiont, Giorn. di Matem., 40 (1902), pp. 265-274, 4] (1903), pp. 47-61 il‘

Geometrie des Raumes, 11 Theil, 3 Aufl

n. 337 a p. 445. V. anche Marletta, loc. cit REdE

(16) Salmon-Fiedler, Analytisch .
0,

ella no 15) ;5 g
1 nota ( n. 94 in quest’ultimo lavoro

3) si trovano gran parte delle V§ (qui

determinate,




Scegliendo convenientemente in S, un sistema di coordinate proietfive
g

omogenee x,x, Zs &y Ly, & 0vvio scrivere l'equazione di V3 nei primi tre

casi. Nel 4° e nel 6° caso, nelle ipotesi piu generali, 1'equazione di V3 si

ha ugnagliando a zero una forma quadratica generica delle forme: ;x4

T T4 3 Tg— Lo Xy y Ty — Ty Ty, O rispett. delle forme: @y al” (2, ) 22 @5 Z4)

~+ @4 B\ (2o 2y 7oz 2y) per 2=0,1,2 ('7). Nel 5° caso I'equazione di V3

si pud serivere:

Y(xsa,) [+ zeg+T2=0,

con: [=xse\(T, @, 223 24)+ 24 fr(X0 ) Lo @y 24) 5

x3 @o(xs 4)

g=aiu(2,...) -} 25 24 v(,...) + @im(20..)

b) In secondo luogo, se i punti B, C coincidono in un punto doppio
Vs, L

unisecante le generatrici, e che pud esser solo una retta, od una conica:

per y e triplo per Vi, essi descrivono una linea tripla irriducibile di
Ty = &y = @@y &, ;) = 0 ('8). Nel 20 caso 1'equazione di V3§ si pud scrivere:

S afzoz, 23 x) 2T ai=0,

Po(20 21 Zg) Wa(5 24)

=

e mostra che il piano della conica & doppio per Vi. Se la conica si spezza
in due rette distinte, la V% & caso speciale di entrambe le precedenti e
contiene due sistemi di rette; la conica tripla pud anche ridursi ad una

retta da contar due volte ('?)

(1) Indicheremo con «,f, @,y ,... forme algebriche delle variabili indicate e dei
gradi espressi dai loro indici. Non ci fermiamo sui casi speciali in eni V3 acquista ge-
neratrici doppie o punti doppi isolati.

(18) Perche se L non fosse piana, il piano di tre suoi punti generici starebbe su Vs;
e se L, di ordine = 3, stesse in un piano 7, un piano contenente una retta s di 7
segherebbe V3 lungo s contata almeno 3 volte, ciod 7 sarebbe almeno triplo per V3.

(1%) Un caso speciale in Fano, loc. cit. nella nota (%), n. 12.




