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ecle

partenenti ad una Superfi

ta VI del Corrispon-

lente FRANCESCO SEVERI.

12. Quando la curva C. considerata alla fine della Nota V ( sla una
va qualunque del sistema continuo = cui appartiene C, e non pin una

curva vicinissima, la somma U relativa a C risulterd perfettamente definita,

a partire dalla somma U relativa a C, tutte le volte che, entro =, sia fissatc

unmino o' con cui si va da C a C. Invero, unmini d’ integrazione
per andare da P ai punti 7,.Z,,..,Z, ove C seza un plano ¥ cost.,
ytterranno aggiungendo ai cammini ¢ y On quelll descritti dai punt

in di C quando C va dalla posizione iniziale a C, seguendo, entro 3
sgnato cammino oo'. Ma 1'incremento costante subito da U nel pas-
aggio da C a C dipenderd generalmente dal eammino oo! scelto entro 3. La

erenza fra due qualunque di questi incrementi sard perd un periodo di .

Sicehé possiamo dire che

Se C,C son due cury ppartenenti su B al medesimo sistema con-

le somme U, U dei valor: assunti dall inteqrale 24) nei punti o

( Sequno un piano vy cost., conSiderate cor funz

nt del parametro y

ante addittiva e per un periodo di (24). Quando ¢

m—3, la costante additiive manen

OSSERVAZIONE 1. — Se ¢ = 0 fosse un'aggiunta d'ordine 7 — 3 /
I). passante con moltiplicita / per la retta impropria dei piani cost
serverrebbe analogamente alla conclusione che U U ammette in 4y — oo
1 olo d'ordine / — 1. mentre & olomorfa per ogni altro v lore di 7. Per-
ito U— U surebb polinomio d'ordine — 1 in .
OSSERVAZIONE 2%, — Se le cmve C,C staccano S0pra una sezi

plana A. fissata nel fascio

due gruppi equivalenti dj punti,

valore costante, a meno dei periodi, assunto dalla differenza [ U
nulia

‘an-
per ogni y, perche cid accade in corrispondenza

Ne deriva che le C.(C

a quella particolare A
staccano gulppi equivalenti sopra ognil enrva del
faseio; e poiche trattasi di curve dello stesso ordine ed il fascio |A | (7 = cost.)

di grado >0 e privo di curve spezzate, |

e C, C risultano eqnivalenti

tendicont
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{Severi, Annali di Mat., 1905). Dunque per constatare che due curve G,
lello stesso sistema continuo son equivalenti, non occorre verificare che
esse staccano gruppi equivalenti su tutle le curve di un fascio lineare Al
i grado >0 . privo di curve spezsate, hostando per cid ch’esse staechin
uppi equivalenti sopra una particolare A.

13. D'ora innanzi indicheremo con ¢, =0, ..., 0 quelle ¢ ag-
siunte d'ordine m — 2 ad F, passanti per la retta impropria » dei pian
- cost., che corrispondono ai ¢ integrali semplici di 1* specie T,... 1T

ii F. 11 loro sistema lineare 4, ¢,

-2, 9,=0 non possiede alcun
valore critico, perche i ¢ integrali T sono indipendenti sopra ogni sezione
ylana y = cost.

Denoteremo inoltre con @,y =0, ..., g, =0 p generiche aggiunte

1dipendenti d'ordine m — 3 ad F, cosi che gl'integrali

I,— | EE Y B) p

u

P (@ Y hE)
‘{" 7 dx (] o) 7

rmeranno un sistema lineare non possedente altri valori eritici che

i valori critici del sistema lineare 2,¢, 4

- A9 =10 (n. 6).
Allora le somme U, ,..., U, fornite dagl'integrali I,,..., I, nei punti

lel gruppo (C, A), ove A denoti una prefissata sezione y

= cost., in gene-
\le varieranno, col variare di C in un sistema continuo, ed assumeranno

anzl oo? gruppi di valori, se C fa parte di un sistema continuo completo co-
stituito da oo?' sistemi lineari distinti (4" = ¢). Invece le somme U, U,

fornite dagl'integrali #g.y, ..., %, rimarranno sempre costanti, comunque vari

! entro al proprio sistema continuo. Enuncieremo il risultato sotto 1
ouente forma invariantiva:

a se-

Sulla superficie ¥ sia C una curva variabile in un sistema continuo

ompleto, costituilo da ' sistemi lineari (¢! =< q) ed A una curva irri-

qgrado > 0.

le q somme fornite dagl'integrali semplici di 1% specie di F nei

wibile di gemere p, atta a definire un faseio lineare di

07

unti del gruppo (C,A), al variare continuo di C, assumono o0? grupp:
istinti di valori; mentre le somme fornite dai p — q integrali abelioni
i 1% specie indipendeati, individuati su A dal proprio sistema aggiunto

\'l. restano costanti.
Quando sia ¢' << g (ma ¢' > 0), poiche la varieth V, i cui punti rap-
presentano i sistemi lineari del nostro sistema continuo, & ancora, come nel
s0 ¢' = ¢, una varieta di Picard, dotata soltanto di ¢’ integrali semplici
li 1n specie (Severi, questi Rendiconti, 1916, pag. 559), cosi le ¢ somme
fornite dagl'integrali semplici di 1* specie di I, in corrispondenza alla (
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del sistema, riduconsi a ¢ linearmente indipendenti. Vi sono cioé ¢ — ¢’ in-
tegrali di F, che danno somme costantl nel gruppl (C, A). In tal caso ¥
¢ periodi ridotti

possiede ¢ integrali semplici di 1* specie ridueibili, con 2
(ibidem, pag. 560).

14. Si presenta ora la seguente importante questione: Che cosa si pu
dire di due curve C,, C,, le quali stacchino snlla curva A, di cui sopra
\) ne1 quali gl integrali u

due gruppi di punti (C,,4) , (Ce
dieno somme congrue rispetto ai 2p periodi di tali integrali

Occorre anzitutto avvertire che, quando gl'integrali semplici di 1 speci
di F si considerano come integrali abeliani (riducibili) inerenti alla curva A
la congruenza fra le somme dei valori degl integrali I, ,..., I, nei gruppi
‘Ul.Arl , (Cy, A) pud considerarsi da due punti di vista:

1) si pud richieder che le somme stesse siano a due a due con-
gruenti, assumendosi a moduli delle congruenze 1 2¢ periodi primitivi (ri-
lotti) degl'integrali I,, ..., I,;

2) oppure si pud richiedere che quelle somme sieno congruenti ri-
rispetto ai 2 p periodi primitivi (non ridotti) degli integrali abeliani I, ,....T

Evidentemente il secondo punto di vista e pit restrittivo del primo,
perché due quantita che sieno congrue nel senso 2) lo sono anche nel senso 1);
ma non, “eCl“'\.ll'i'dllll‘!ltb‘. viceversa.

Supposto che le 4 coppie di somme sieno congrue nel senso 1), ho pro-

vato altrove (Rendiconti di Palermo, 1906), che. se le C,, C, appartengonc

ad uno stesso sistema continuo, esiste un intero < tale che le due curve
iC, , dC, son equivalenti: dC, = dC,.

Se invece le g suddette coppie di somme son congrue nel senso 2), e le
C,, C, appartengono sempre ad uno stesso sistema continuo, siamo ora ir

grado di affermare che sard addirittura C

.. Infatti, appunto perche
Cy . Cy appartengono allo stesso sistema continuo, le somme fornite dagli in-

tegrali #,4y, ..\ up mel gruppl (C,,A) . (C., A) son congrue rispetto ai

periodi primitivi di questi integrali (n. 12); e quindi. se & soddisfatta 1 po-
tesi 2), i due gruppi (C,.A), (C..A), in virta dell'ordinario teorer

d'Abel sulle curve, son equivalenti; donde segue I'equivalenza delle C, , C,,

in forza dell'osserv. 2* del n. 12. Si pud pertanto enunciare

Sopra una superficie ¥ abbiansi due curve C,, C.. di uno stesso 8i-

stema continuo, che seghino Sopra. una lerza curva irriducibile A = .

nere p, atta a definire un fuscio lineare dj grado 0, due gruppi

/ (C g ¢ ) ) 0
i nte (Cy,A) , . Co,A) nes quali gl inteqral: semplici di 18 speci !
) P l,,, dzeno somme equali, « meno di mullipli interi dei 2q per:

ar

rimitivi di 1, , ..., 1,. Esiste allora un intero positivo d lale che le cury

Y v y
dC, ,dC, son equwalenti. Ma se le somme stesse sono anche equali a men

dt multipli interi dei 2p periodi di 1, .. I'ys
abeliani di A, allora le C

considerati come wnteqr

vy Us Sono addirittura equivalenti.
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OsservazioNE. — Poiché ¢ & il minimo comune multiplo dei divisori
«dy della varieta, pieardiana V, annesse od F (Severi, Rend. di Pa-
lermo, 1906). quando questa abbia i <I|\1son eguali ad 1, visulta d = 1, ed

allora i due modi 1) e 2) di considerare le congruenze delle solite g somme
non sono in realta diversi.

Innanzi di venir a parlare della questione fondamentale sollevata al
principio del n. prec., convien richiamare taluni concetti, relativi ai sistemi
continui di curve traceiati sulla superficie F. da me posti in precedenti lavori.

Un sistema continuo di curve algebriche C su F & sempre contenuto
in un sistema algebrico JC}. Se JC} & irriducibile, come totalita di curve,
e non é contenuto in un sistema pit ampio di curve dello stesso ordine,
esso dicesi completo. Se si considerano i sistemi lineari individuati dalle C
di un sistema completo, mentre accade che il generico di tali sistemi sta
tutto in §C}{, pud darsi, per qualche particolare posizione, che il sistema |C|
esorbiti da | C{. Tuttavia la variethd dei sistemi lineari | C| continua anche
in tal caso ad esser irriducibile, prendendone come elementi i sistemi lineari.
La g'indica con (C). E anche per una siffatta varieta (C) si pud parlare di
completezza, quando essa non sia contenuta in una varietd pin ampia di si-
stemi lineari dello stesso ordine.

Due curve C,,C, di F diconsi algebricamente equivalenti, e si serive
, quando i sistemi lineari |C,| . |C,| appartengono ad una medesima
varietd completa (C) di sistemi lineari dello stesso ordine; oppure quando

pud determinare una curva D tale che |D M|y |D - C.| appartengano
ad una medesima varietd completa (D~ C). Si dimostra che tale defini-
zione equivale a cid: che le C,, C, posson considerarsi come resti di una

1

medesima C, vispetto ad un sistema irriducibile di curve.

Si dird anche in tal caso che /a curva virtuale (Severi, Rendiconti Ist.
Lombardo, 1905) C, —

¢ algebricamente equivalente ulla curva zero:

C, —C, = 0. Infine si dird che piu curve C,, ..., C, sono algebricamente
dipendenti secondo i numeri interi 2,,..,4, (dei quali aleuni positivi ed
altri negativi), quando la curva virtuale 4,C, A, C, & algebricamente

equivalente alla curva zero.

('id premesso, supponiamo che le due curve C,, (', dello stesso ordine,
ma delle gquali non sappiamo a priori che appartengono allo stesso sistema
continuo, soddisfacciano a questa condizione: che le somme ¢, ., .., ¢,:
a1« o s O fornite dagl'integrali #,., , ..., %, nei punti dei grappi (C,,A),

(C., A) sieno congrue rispetto ai periodi primitivi di questi integrali;
che cid si verifichi non soltanto per una posizione particolare di A, ma al
variare di A nel proprio faseio. Consideriamo dapprima il caso generale
cui una delle curve date, p. es. C,, sia atta a definire un sistema continuo
(Cy), costituito da =7 sistemi lineari; e sieno ¢y ..., ¢, ; ¢f, .., ¢ i valori

delle somme degl'integrali T, , ..., [, nei punti dei gruppi (C,,A) , (Cy, A).
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sistema lineare ( entro (C,), le

Al variare di (,, o meglio del

¢, assumono oo gruppi di valori, incongrui,, non soltanto dal puntc
di vista 1) del n. 14, ma anche dal punto di vista 2), perché due gruppi
di valori di ¢, ,....Cq, congrui rispetto ai 2p periodi non ridotti degl’inte-
ali abeliani I, ,...,I,, non posson provenire, a cagione del teorema del

1. prec.. che da curve C, equivalenti fra loro. Vi sara pertanto in (C,)

una curva (, per la quale le dette somme assumeranno, a meno di multipli
interi dei suddetti 2p periodi, i valori €1, ..., Cq-

Quanto alle somme degl' integrali #g.y ..., %, Nel punti del grupp

(C,. A) csse saranno congrue a Cgey s ..o Op (I 14) e quindi & Coei s .5 Cp
qui luogo rispetto ai 27 periodi Al #,.y y ... 4 %

(¢, A), (Cs, A) son equivalenti

le congruenze avendo anche

(lid significa che sulla A i due gruppi
fra loro e quindi che lo sono pure le curve L, Le le guali staccano gruppi
equivalenti sopra ogni curva A Ricordando che (C,) & individuato da uno
qualunque |C,| oppure |C,| dei suol sisteml lineari, appunto perchie consta di

o0? sistemi lineari distinti (Severi, questi Rend., 1916, pag. 561), ne con-

secue che C upp:lr(ienv a (C,), cioe che C, (

Consideriamo adesso il caso eccezionale in cui ne (',, né (, stanno in
sistemi continui di oo? sistemi lineari. Assumiamo allora un sistema (D),
formato da oo? sistemi lineari, e, fissata una curva D di questo sistema, con-

&b
- (%), formato da oo? sistemi lineari distinti. Le

ciascuna delle quali individua un si-

sideriamo le cu
stema (D (0

D+ C, , D+ C. verifican le ipotesi cui prima soddisfacevano le C, , (s,
e si pud pertanto affermare che 1 due sistemi (D C,) , (D4 ;) coinei-
dono e quindi, anche in tal caso, (. Riassumendo possiamo enunciare:

La condizione necessaria e Sufficiente affinché due curve G, ,Cs dello

stesso ordine, lracciate Ssu superficie F w algebricamente equiva-
lenti, ¢ che ¢ p— q integrali abelions di 1* pecie individuati sopra unt
curva irriducibile A, di genere p, voriabile in un [uscio lineare di
grado >0, privo di curve spessule, dal proprio sistema aggiunto |A'
dieno somme congrue ner gruppi (U, A) (Cers Al)

(OSSERVAZ — I p — ¢ integrali g4+, ..., %, formano sulla curva A
un sistema regolare d'integrali abeliani di 1* specie riducibili, avente 2(p — )

periodi ridotti, il quale ¢ complementare del sistema regolare di ¢ integrali

riducibili staccato su A dagl integrali di 12 specie di F.

Si possono percid considerare anche qui le congruenze delle somme for-
nite dagl'integrali %z, . ..., %y, nei gruppi (C,.A), (C,, A), dai due punti
di vista indicati nel n. 14.

cioé si pud porre o la condizione che le dette
somme sieno congrue rispetto ai 2p periodi non ridotti o che lo sieno rispetto ai
2(p — ¢) periodi primitivi ridotti. Nel primo caso si cade nell’ ipotesi del teo-
rema ultimamente dimostrato; nel secondo si potra determinare un intero 4
tale che i multipli secondo 4 delle somme suddette sieno congrui rispetto ai 2
peviodi non ridotti. Ne seguird la equivalenza algebrica delle due eurve )_(f,.)l,"‘.




