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lori attribuiti ai parametri o. Ora, poiche la (20) & la trasformata della
forma (9) attraverso le succes

ve trasformazioni a coefficienti 7eali esecuite

sulle ,y e sui periodi (1) che la forma (9) conserva s mpre lo

stesso segno r//[«/////u al nosto x e delle y st pongano le parti reali

ed i coefficienti dell’unita tmmaginaria del periodi di una qualsiasi com-

| binazione lineare delle variabili primitive u, , ..., up. Diremo collo Scorza

| che la (9) & una forma riemanniana principale della matrice (1).

i In conclusione, e tenuto conto che il ragionamento si pud invertire,

| possiamo enunciare il teorema :

| Affinche esista una funzione intermediaria coi periodi (di prima

] specie) (1) e gli interi caratteristici my, é necessario e Suficie: he la
matrice (1) ammetla una [orma allernata rismannia a principale, e pre

i cisamente la (9), 1 cui coefficienti sono g¢li elementi del determinante ay

{ giunto di ||z

Mate ‘.aticz,v — Invarianti e covarianti melrici nelle defor-
mazion: di .\'//t,‘!)/'ﬂ, Supertore delle s perficie. Nota IV di E. Bom-
PIANI, presentata dal Socio G. CasTeELNUOVO (Y).

4
E' 1. Dedico questa Nota alla interpretasione geometrica deg vare
If Gaussiani gid introdotti (*) limitandomi ad accennare i risultati per le de-
formazioni di 2* specie.
2. Data una superficie di S, (z = 5) con S; 2-osculatore generico esiste
in ogni punto P della superficie una normale ben determinata (che dird
NORMALE OMBELICALE) e su di essa un punto (che dird CENTRO DI nURVA-
TURA OMBELICALE), contenuta nello S; 2-osculatore in P, caratterizzati da
una delle seguenti proprieta:
i 1) La proiezione ortogonale della superficie sullo S; individuato
L,: dal piano tangente in P e dalla normale ombelicale ha in P un ombelico;
i il centro di curvatura della superficie proiesione nell'ombelico é il centro
l;, di curvatura ombelicale.
j 2) Tutti gli Su-» normali alla superficie nei punti infinitamente
| vicini a P incontrano lo Sy 2-osculatore in P nel centro di curvalura
L ombelicale (relativo a P).
i

(") Presentata nella seduta del 16 dicembre 1920,

(*) Vedansi le 3 Note precedenti dallo stesso titol questi Rendic., vol. XXVIII,
2 e 3 nov. 1919; vol. XXIX, 18 genn. 1920. Ricordo che ho chiamato invarianti e cova-
rianti Ganssiani quelli che pur contenendo derivate d'ordine » 1 delle coordinate dei
punti della superficic sono tali per deformazioni di specie »; ciod, mentre dipendono
(apparentemente) dai coefficienti delle prime » -1 forme fondamentali, si possono cal-

colare mediante quelli di sole » forme L, ,..Ly.

Rawproonty 1921, Vol. XXX, 1° Sem. 8
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Il raggio di eurvatura ombelicale ¢ e, naturalmente, nn invariante (assoluto)
della superficie per deformazioni di 2 specie.

t. Cid posto si trova facilmente che:

D) Ksistono infinite ipersfere (Vi_)) osculatrici ad

una superficie
i P (cioé contenenti gli intorni di 10 e 20 ordine di P); i loro centri

sono nello S,_s normale allo Sy 2-osculatore (alla superficie in P) condotto

per il centro di curvatura ombelicale (e Non per P).

6) Se l'ambiente é uno S, (n—= 6) fra le o' ipersfere osculatrici
(che determinano in P una involuzione di terne di tangenti) ve ne sono

QUATTRO tali che la loro sezione con la superflcie nel punto (che ¢ triplo)

ha una tangente doppia.
7) L'inverso dei prodotti delle distanze de; loro 4

centri dallo
osculatore (quindi dal ce

5 atro ombelicale, e NoN da P), per quanto
involga derivate lerze, ¢ un invariante (assoluto) per deformaszioni di
2 specie ed ¢ espresso du wna frazione che ha

per numeratore I'inva-
rante (faussiano (relativo) della 3¢

[orima fondamentale,
4 (Lgo Liye — L) (Lo, Ly, Li;) — (L3 Lys L., T},
quindi

8) se quest'invariante ¢ nullo una almeno delle distanze in licate
diviene infinita.
Ma di piu si possono caratterizzare proiettivamente le
di Ss) per le quali cid accade. Infatti
9) se ¢ tre sistemi di quasi-asintotiche di
determinali su di essa dagli S

superficie (sempre

una Superficie di S
s 2-0sculatori (cioe aventi per i

6
angenty in
nel punto triplo delln sezione determinata
dallo Ss) si riducono a bur soli distinti,

ciascun punto le tangenti

€loe Se esisle un sistema doppio

di quasi-asintotiche, allora essa ha Uinvariante Gaussiano per deforma-

siont di 2° specie nullo; e viceversa.
Se poi si avesse un solo sistema (triplo) di quasi-asintotiche, si annul-
lerebbe, oltre 1'invariante, il covariante G4

wussiano e si ritroverebbe un risul-
tato contenuto nella Nota II, n. 4.

5. I evidente 1'analogia delle proprietd esposte
ficie di S; (in rapporto alle deformazioni di 2a Specie) con le proprieta
delle superficie di S; (in rapporto alle ordinarie applicabilita).

Come per le superficie di S

in 6)-9) per le super-

s (e soltanto per queste) si pud dare una
interpretazione geometrica della curvatura

di Gauss per mezzo di misure
eseguite nell’ambiente (fuori, quindi,

della superficie) cos\ per le superficie
di S, si pud costruire con elementi esterni ad esse un’interpretazione geo-
Renpiconti, 1921, Vol XXX, 1° sem
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metrica dell’ invariante Gaussiano relativo alla 3* forma fondamentale; e il
8) 9)] ad un fatto proiettivo ana-

suo annullarsi & messo in rapporto [con 1
logo a quello che caratterizza le sviluppabili. & anche qui, come per l'an-

nullarsi della curvatura (Jaussiana. il fatto metrico sussiste sempre in con
secuenza della specializzazione proletiive della superficie, ma non viceversa

olo per determinate dimensioni dell'ambiente (3 se si tratta di deforma-

zioni di 1* specie, 6 per quelle di 2¢) il fatto prolettivo € necessaria

conseguenza di quello metrico.

6. RAPPRESENTAZIONE SFERICA DELLE SUPERFICIE DI .

Si pud fare una rappresentazions della superficie sull"ipersfera di rag-
gio 1 servendosi delle normali agli Ss 2-osculatori alla superficie. [2 note-

vole il fatto che l'analogia ora messa in evidenza (fra le superficie di S

{ considerate rispetto alle applicabilita, e quelle di S; per le def. di 2* specie)
{ gi conserva ¢ si ha:
11 limite cui tende il rapporto [ra Uarea di un pesso della super-

ficie data ¢ la corrispondente della superficie rappresentativa, al tendere

ella prima a zero, € un (nVAriante Graussiano (assoluto) per deforma-

ziont dr 2" specie.

S introducano le tre forme simboliche
L Lo du? 4 2 Ly du dv 4 L. dv

L{) = Ly, du® 42 Ly du dv Ligs dt

(derivate dalla 3* forma fondamentale L,; v. Note precedenti)

dv*

( Cyodu®=42C,, du dv 4 Coq

nella quale i coefficienti sono le matrici ottenute da D, sopprimendovi suc-

J" i
cessivamente le linee con le & )
v Y Pk

o}(L™, C) , 0}L{,C) le 2 spinte (invarianti simultanei)

divise per EG—F*; e

s' indichino con
fra ciascuna delle prime due e la terza: detti e, /, g 1 coeflicienti del ds'

della superficie rappresentativa sull’ ipersfera ¢

U \lv:‘;_‘l'] \ u 7 |
s 5 N [w¥ LY, C)]* d -2 0*(LY", C) 0* Ly, C) dudv 4

[@¥L{”, C)]? dv* |

Tl (BG — F*)°L7]*
i'ly';]:z:( D? | 1[o*(L5", O)F [«*(Ly, O)F

-1 1

[w*(L§", C) @*(L§”, C)J* § .
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Nell'ultima parentesi } | si possono far figurare i prodotti
(Ls_pp Lo 1 — Lizg, g Lisz,7) (Ls—o,0 Liz—s,e01 — Liz—g, 041 Ls—e;e),

il che mette chiaramente in evidenza il carattere invariantivo del rapporto
studiato per deformazioni di 2° specie, pur essendo costruito con i coeffi-
cienti di L, (Nota I, n. 2).

7. A complemento di quanto precede e per metterne in luce 1" inte-

resse generale é da osseivarsi che se una superficie di S, ha come spazio

(»— 1)-osculatore generico un S, (e < n), mentre lo spazio p-osenlatore
coincide con S,, 7oz somo movimenti tutte le deformazioni di specie v,
mentre lo sono quelle di specie ».
Interpretazioni esterne (con costruzioni nell’ambiente) degli invarianti
gaussiani per deformazioni di specie » — 1 si hanno per modelli della su-
| perficie in S, con n=p¢ + 1.
| I numeri g e v sono invariantt proietlivo-differenziall della superficie;
| da cid hanno origine i legami gia incontrati o semplicemente accennati (%)
| fra proprietd proiettive e metriche nella teoria delle deformazioni.

Matematica. — Risoluzione del problema simmetrico di Di-
richlet pel cilindro cireolare. Nota di Rocco SErinI, presentata
dal Socio T. Levi-Crvita (°).

Sia un cilindro circolare di raggio 1 ed altezza a avente per asse l'asse

delle z. Scopo della presente Nota & di determinare la funzione armo-

nica V(r.3) (r=1 ~+ #* ) simmetrica rispetto all'asse s, che prende
in superficie determinati valori. Questi saranno dati sulle basi s=0,s=a
da due funzioni /(r),e(r) che si suppongono continue e sviluppabili in

serie di funzioni cilindriche nell'intervallo (0, 1) e precisamente sia
(1) V(r,0)=f(r)=As+ D AuLi(anr),

1
(2) V(r,a) = @(r) = Bs4 > BnIo(anr),

T

dove I,(z) & la funzione di Bessel di prima specie e d'ordine zero, e a,
(n=1,2,..) le radici della I{(2)==0. Questi sviluppi sono convergenti
in tutto l'intervallo, estremi compresi, e danno anche per » =1 i valori
f(L—0)=/(1), ¢ —0)=¢(1) ().

(1) V. le mie Note: Determinasione delle superficie ecc. [Tst Lombarde, vol. LII
| 1919, , fasc. 16-18]
! (%) Presentata nella seduta del 19 dicembre 1920.
(%) Vedi Dini, Sulla serie di Fourier. Pisa, 1880, pag. 189 e segg




