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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Caratlerizzasione intrinseca di elementi li-
neari rispetto al parallelismo. Nota di ENRICO BOMPIANI, presen-
tata dal Socio T. Levr-Crvita ().

1. Il parallelismo, entro una V,, fra direzioni (?) dipende generalmente
dal cammino lungo il quale si esegue il trasporto: 1’ indipendenza da questo
& proprietd esclusiva degli spazi euclidei; se la Vi contiene una congruenza
di curve (oo"') a parallelismo completo (cioe indip. dal cammino) quelle
sono geodetiche ortogonali ad oo! Vi totalmente geodetiche e 1'elemento
lineare di V, & pereid del tipo (di Levi Civita):

n—I

WsE=—ldo% + d’i ’ [d()"z - i " dik(:.l'l 3 0015) "'n—l) d..",' [.]Jfk] .
T ik

Accanto a questi due risultati, che caratterizzano tipi di elementi lineari
partendo dal parallelismo, se ne possono porre altri derivanti dall’ imporre
alla V, determinati comportamenti rispetto ad esso.

9. Le nozioni seguenti potranno servire allo scopo:

) Si dird AUTOSTABILE una V,_, (0 Vi) di V, tale che una dire-
zione di V,_, trasportata per parallelismo (risp. a V,.) lungo cammini di Wizt
si porti sempre in una direzione di V,_, (con cid zon si esige che il risul-
tato sia indipendente dal cammino).

8) Un sistema di oo V,_, in V, si dird STABILE 86 una direzione di
una V,_,. trasportata lungo cammini qualsiansi in V,, da sempre luogo ad
una direzione di una V,—, (quindile V,_, sono necessariamente autostabili;
ma non viceversa: o' V,_, autostabili non formano generalmente un sistema
di stabilita).

y) Se in V,, esiste una congruenza (oo"1) di curve parallele per qual-
siasi cammino eseguito sopra o' V1, queste si diranno V,_: DINDIFFE-
RENzA per la congruenza.

T chiaro come si possano dare albri criterd, gimili ai, precedenti, per
la caratterizzazione invariantiva di elementi lineari rispetto al parallelismo:
ecco alcuni risultati.

3. SisTEMA ! DI V,—; AUTOSTABILI.

(1) Presentata nella seduta del 17 aprile 1921.

(2) Per la definizione, e le proprieta che seguono, del parallelismo vedasi la Memoria
di T. Levi-Civita: Nozione di parallelismo in une varieti qualunque ecc. (Rend. Circ.
Matem. di Palermo, t. XLII, 1917,).
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Si trova che il ds® & del tipo di Hadamard

n—1

ds®* = Z_kaik(xl yen s Znr) ATi Ak == Unp (21, .y 7,) A
1 1

-quindi ;

Se una V, possiede o'V, _, auto-stabili queste sono totalmente geo-
detiche e le loro traiettorie ortogonali pongono [ra esse una corrispon-
denza per applicabilila; il porallelismo entro wna V,_, ¢ quello subor-
dinato in essa dal parallelismo ambiente.

Quindi se 4l risultato del (rasporto per parallelismo (rispetto a V,)
di wna direzione di Vay entro V._, non dipende dal cammino sequito
le Va_, sono euclidee, ¢

n—1

ds® = 2 d‘zf + ann(wl y sey Ln) d.z:ﬁ. .
T i

4. SISTEMA STABILE DI 'V, ,.
Si trova che il ds® & del tipo di Levi-Civita:

n—1

ds? =Z_k Uig (L1 e s L) i dag -+ dzl;
1 1

se una Vn contiene un Sistema stabile di o'V, , queste sono totalmente
geodetiche e le traiettorie orlogonali sono geodetiche.

E questa un'altra proprietd caratteristica del ds* di Levi-Civita (oltre
quella di contenere una congruenza a parallelismo completo).

Dalle proprieta del parallelismo si ricava poi che se una V, contiene k
congruenze (linearmente indipendentt) a parallelismo complelo si ha

ds*=do}—x. + dz}_xey + ... - d2d

ove do,—x & un elemento lineare nelle sole variabili @, , ..., 2,-x; una tale V,
si pud sempre costruire in uno spazio euclideo di dimensione

S EE 1)
=2 (; +,

ciod & di classe = (n—*#%)(z— & —1)/2; quindi e euclidea per A=n—1:

Condisione necessaria e sufficiente affirche una N, sia euclidea é che
contenga n— 1 congruense di curve a parallelismo completo (o n—1 si-
stemi di stabilita) (*).

(*) Siccome I'indipendenza del parallelismo dal cammino si esprime annullando i
: : S . 3 ; Vaor
simboli di Riemann, (ik,lm) =0, questo risultato di una nuova via geometrica d'inte

orazione di queste equazioni.

Renprcontr. 1921. Vol. XXX, 2° Sem. 23
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5. CONGRUENZA [NORMALE] DI CURVE IN V, CON V,_1 ORTOGONALF
D' INDIFFERENZA.

Si trova ancora l'elemento lineare di Hadamard (n. 3). quindi una
nuova proprietd caratteristica di esso.

6. PROPRIETA CARATTERISTICA DELLE CONGRUENZE DI CURVE CHE
AMMETTONO VARIETA D’ INDIFFERENZA.

Occorre richiamare la definizione di asse di una faccetta a due dimen-
sioni in V, (!): & tale una direzione (che in generale esiste ed é unica per
dispari, e non esiste per » pari) che trasportata per parallelismo lungo um
cireuito infinitesimo chiuso eseguito sulla faccetta ritorna al punto di par-
tenza su sé stessa. Allora si dimostra che affinché oo! V,_, sl possano con-
giderare come V, , d'indifferenza per una congruenza di curve occorre €
basta che

1°) ogni faccetta a due dimensioni di V,_, abbia un asse (in V,);

90) gli assi di tutte queste faccette per un punto coincidano;

3°) gli assi relativi a punti infinitamente vieini di una V,_, siano
paralleli. Se ¢id accade la congruenza & quella inviluppata dagli assi delle Vi, .

In particolare per =3 le due prime condizioni sono sempre soddi-
sfatte; posto ds® = a1, dz,® + 2a:e dzy day = s dws® = a5 25, i para-
metri relativi agli assi delle faccette dirs= 0 sono

§® = /R con R=1/Zau 2i3) ¢, (k3)

(le e sono i simboli di Ricei); quindi. tenendo conto della condizione
ultima s1 ha:

Dato un sistema o' di superficie in Vs, per sapere Se ess¢ possano
considerarsi come superficie d' indifferenza per wuna COnRgruenza di curve,
non ¢'¢ che da verificare se le espressioni ¥° = R soddisfano alle

equagions
lm:_vﬂl)xm . ?L”:_/vﬁzﬂxm
%, ~—(i Y s (g
i . (AL : 8L : o)
(¢ semboli A essendo calcolati per L'ultimo ds® scritlo); se ¢i0 accade,

la congruenza ¢ quella degli assi (definsta dai parametri x°).

7. CONGRUENZA DI CURVE CON SUPERFICIE D'INDIFFERENZA EQUIDI-
STANTI SECONDO QUELLE CURVE.

Se le curve della congruenza sono linee di equidistanza (obliqua, ché
altrimenti si ritorna sul ds* di Levi-Civita) per le superficie d’indifferenza
si ha che: la corrispondenza stabilite [ra queste dalle linee della con-

(*) Vedasi la mia Memoria: Studi sugli spazi curvi: del parallelismo in una va-
rietd qualunque, parte IL (Atti R Istit. Veneto, 1921 attualmente in corso di stampa).
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gruenza ¢ un’applicabilita, e il ds* ¢ riducibile al tipo
ds* = do* - 20,5 dz, dizs + 2045 dry dirs ++ dirs?
con

A3 sz

A2 2,

(do & un elemento lineare binario).
Di piu: se nella corrispondensa nominata si corrispondono le curve

contenute nella Vo e normali o quelle della congruenza, questa ¢ normale

¢ al ds* si pud dare la forma

8* =[bn (1, %s) — D* (s — )] dty® by (10, , 115) dts? - D (63 —u,) dus?®;

b

le curve della congruenza sono le #, (du, = du, — 0) e le superficie d’ indiffe-
renza sono rappresentate da u; — u, = cost. (se @ = cost. si ritorna sul ds?
di Levi-Civita): le superficie uy = cost. contenenti le curve della congruenza
sono a curvatura nulle e le linee nominate sono geodetiche per esse. Inoltre :
la. Vs contiene altre oo superficie applicabili fra loro e su quelle d' in-
differensa (le us 4+ u, = cost.).

8. CONGRUENZA DI CURVE APPARTENENTI AD o' SUPERFICIE D’ IN-
DIFFERENZA PER ESSE.

Se le superficie d'indifferenza contengono le curve della congruenza
queste sono geodetiche e quelle a curvatura nulla; al ds® pud dasi la forma

W (2 . 2 ; ¥
M dr, das -+ @ss (2, , T5) d1§+
DTy

- 2x(%, , @5) d, dos + dit

ds® = an (Z1 + s\ Ts) dx} — 224

e in particolare, se la congruenza & ortogonale
= an (¥ , 2, J'a) dat —+ ass (@1 5 @s) dack -+ da}

(day, = dxs = 0, linee della congruenza; dz, = 0 superficie d’ indifferenza)..
Le traiettorie ortogonali () alle superficie d indifferenza (fra loro applica-
bili) non determinano un'isometria, ma un’affinitd fra gl’intorni di punti
corrispondenti (in cui sono direzioni di uguaglianza quelle della congruenza);
se si assumono nuove linee @, che determinino I'applicabilitd si hanno i tipi

3 L
d82 = a (.l'l y L3y Ig) ({lf + 2 ; w(:l:l ,a):)—dfg va_ 3 dml dxg +
2)

+ 2y (. , x;) dz, dus - dad - dat

[ 2 " N v e 1 2
ds* = ayy (@, @2, @3) AT 1 2 Y (@) , @) Ay dwp + dad - dak.




