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Tutti e tre i metodi, per la possibilita di impiego in qualunque regione
della terra, per le grandi distanze a cul verranno impiegati e per la facilita
con la quale si possono fare determinazioni contemporanee di piu stazioni,
porteranno in breve tempo un notevole contributo alla conoscenza delle lon-
gitudini; e cid giustifica 1 interesse che si dedica e si deve dedicare a questo
promettente campo di ricerche.

Matematica. — Sulle varieta o tre dimensioni e di quartor-
dine che son luoghi di almeno oo retfe. Nota II di Euvernio
G. TocriaTTI, presentata dal Socio C. SEGRE (')

¢) Supponiamo infine che B, C coincidano in un punto, semplice per y
¢ doppio per Vi, e sia L la linea (?) irriducibile luogo di B=C. Da un
punto generico P di L escono o' generatrici di V3 formanti un cono (irri-
ducibile o no, ma) privo di componenti piane variabili al variare di P su L,
e la cuil parte variabile I e quindi di ordine = 2; su ogni generatrice di I'
esiste, per le ipotesi fatte (%), un punto doppio di V
tutte le generatrici di I' sono doppie per il cono quadrico tangente a Vi
in P (3%), cono che sard percid un S;,w, da contar due volte. La Vi & ge-
gata da o in una F*, contenente I', e che ha in P un punto quadruplo
Infatti, se P fosse solo triplo per quella F!, essa si comporrebbe o di I’
e d'un piano ¢ non passante per P, oppure di I' e d'una quadrica I', pas-
sante semplicemente per P, secondoche l'ordine di I & 3 o 2. Ora, nel
1° caso, al variare di P su L, il piano ¢ dovrebbe restar fisso, percid o
descriverebbe il fascio degli S; passanti per o. il che & assurdo, perche L,
che ¢ irriducibile e non sta su o, non pud essere tangente ad w in P.
Invece, nel 2° caso, la quadrica I', essendo irriducibile (se no @ sarebbe
fisso al variare di P su L, e quindi la F* conterrebbe L stessa come linea
tripla), la sezione iperpiana genevica di V4 conterrebbe 0! coniche, sezioni
del suo S; con le oo!' quadriche analoghe a I' e I'y; e poiche detta super-
ficie non & rigata, né ha curve-sezioni ellittiche o razionali, quelle coniche,
e quindi anche le quadriche I', I, apparterrebbero ad uno stesso sistema
continuo (*), il che, per la genericita di P, contraddice al fatto che P @

3 comsecutivo a P, pereid

(*) Presentata nella seduta del 16 gennaio 1921.

(*) E non la superficie, perche verrebbe d@ordine > 1 ()

(*) Cid si vede pensando ad una trasformazione quadratica per cui P sia punto
fondamentale, e con ovvia estensione ad S, di teoremi noti in Sy (Segre, Sulla scompo-
sizione der punti singolari delle superficie algebriche, Ann. di Matem., (2) 25 (1897),
pp. 1-54, n. 1).

(*) V. la mia Memoria: Le superficie di 6° ordine con infinite coniche, Mem, Ist.
Lomb., (3) 12 (1916), pp. 243-307, Cap. 19 e 20,
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doppio per I' e non per I';. In generale, dunque, L & una linea doppia
tacnodale: ogni suo punto & per V3 un tacnodo (%).

Ne segue che L non pud essere una linea non piana, di ordine quindi
= 3, perché la sezione iperpiana generica di V3 avrebbe almeno tre tacnodi
non allineati senza poter avere una linea doppia di ordine >1. Se poi L,
di ordine = 2. stesse in un piano z. questo non potrebbe stare su Vi (se
no starebbe anche nell’ S; , w, del ragionamento precedente, quindi L sarebbe
doppia per il cono F, cosa chiaramente assurda), e quindi L potrebbe essere
solo una conica; ma allora un S; generico per =z segherebbe la Vi in
una [4 rigata con L doppia ed avente una retta doppia fuori di =z, sicché V3
acquisterebbe un piano doppio incidente ad L, e sarebbe una di quelle del
n. 44), la quale non pud rientrare evidentemente nel caso attuale.

Si conclude che L @& una retta; sicché o sega V3 in un cono quartico,
generalmente irriducibile, avente L come generatrice doppia. Un piano ge-
nerico o per L sega V3, fuori di L, in due rette incontrantisi su L; percid
per un punto generico di Vi passa una sola retta di V3 incidente ad L,
e o sta su uno solo degli S; tangenti a V3 nei punti di L: tali S; formano
dunque fascio (intorno ad un piano contenente L). Notando infine che la
sezione iperpiana generica di Vi & una F? con un tacnodo P su 7, sulla
quale i coni quartici sezioni di V3 con gli oo' S; anzidetti segano un fascio
di sezioni piane passanti per P (I'S; tangente a Vi in P segando proprio
il piano tangente alla F* in P), e che detto fascio risulta riferito proietti-
vamente ai punti di L, si ricava per V3 la seguente costruzione: presa in
un S una F* con un tacnodo P su L (), si ponga una proiettivita tra 1
punti di L ed i piani d’un fascio, nell' S; della F*, contenente 1'unico piano
tangente ad F* in P stesso, e in modo che questo piano corrisponda al
punto P di L: la V{ richiesta & luogo dei coni che proiettano da ogni
punto di L la C* sezione di F* col piano omologo.

Scritte le equazioni della F! sotto la forma:

4):0.

[0

(1) 2o =23 2% + 2, 2 @5(222324) | Bu(22 25

e quella della proiettivitd considerata sotto la forma: y,2, — o2, =0, la
V! risulta luogo del punto:

[
)
o
S
=

(2)  owo=1Ayo ; 0Ty =21+ Ay1 ; QT =72 ; 03 =

(*) Chiamando cosi un punto doppio uniplanave P di V4 quando le sezioni di V3
coi piani generici per P hanno ivi un tacnodo.
(2) Cremona, Sopra una certa superficie di 4° ordine, Coll. in mem. Chelini, Mi-

lano, 1881, pp. 413-424; Opere Matem., III, pp. 444-453. Noether, Ueber die rationalen

Rlichen vierter Ordnung, Math. Ann., 33 (1889), pp. 546-571.
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percid la sua equazione é:
(3) (‘Tlx? = “"‘0‘7‘,">2 '_}— (‘[l Tz — LoLy) f‘-:(!c'zvl's -1«'»1) Jr p’..(xgxsx.;) == 0 ([)-

5. In generale, la (1) e le sezioni iperpiane di Vi sono razionali (®),
e perd tale & pure V; (*); ma si hanno dei casi speciali notevoli in cui
la (1) diviene irrazionale, perché acquista un fascio ellittico di coniche; si
riconosce allora subito che anche V! diviene irrazionale, perché acquista
un fascio ellittico di quadriche. Cioeé:

a) se @, e p, non contengono x,, vi & sulla (1) un tacnodo P’ di-
stinto da P (3), e su Vi si ha una seconda retta doppia tacnodale L' inci-
dente ad L; le quadriche di V! stanno a coppie negli S; contenenti LL/,
le quadriche d'una stessa coppia essendo raccordate fra loro lungo L ed L

b) prendendo: Fyi= | @ — Y, x,25) (%), la Vi si pud riguardare
come un caso speciale della precedente in cui L'=L.

¢) prendendo invece: g, =+ a3 — Y, lz,ry), il fascio di piani usato
nella costruzione della V: coincide con quello dei piani delle coniche della
(1), siceheé le rette di V uscenti da un punto generico di L formano, ora,
due coni quadrici aventi lungo L contatto di 3° ordine.

6. Ammettiamo ora che V; abbia lungo g un S, tangente fisso; sicché
i punti A, B,C del n. 3 son tutti multipli per V3.

Se due di essi, ad es. A, B, coincidono in un punto doppio per y e
triplo per Vi, essi descrivono una retta tripla ¢ od una conica tripla L.
(n. 45)). Il primo caso va escluso, perché il piano g/ mon pud contenere
su ¢ un punto doppio ulteriore C di V3 distinto dal punto ¢, né ad esso
consecutivo. Nel secondo caso, un S; generico condotto per il piano 7 di L,
che & doppio per V!, sega ancora V; in una F* irriducibile contenente L;
ne segue che C & distinto da A=DB, se no quella F* non sarebbe un cono,
e quindi per un suo punto generico passerebbero due generatrici distinte
g,9" di Vi, contro 1'ipotesi che la cubica y sezione ulteriore (fuori di g)
di Vi col piano gg' non incontri g fuori del punto gL. Dunque V; ha,
oltre L, una linea doppia irriducibile L,, di ordine z e con z — 1 punti
su 7v; se y di questi stanno su L, si vede subito che dev'essere: 22— =4,

(’) Equazione analoga a quella d'una F* rigata di S; con due rette doppie infini-
tamente vicine; v. Cayley, A second Memoir on skew Surfaces, otherwise Scrolls, Phil.
Trans., 154 (1864), pp. 559-576 e Coll. Math. Papers, vol. V, pp. 201-220; Cremona, Sopra
una certa famiglia di superficie gobbe, Rend. Ist. Lomb., (2) 1 (1868), pp. 109-112 e
Opere Matem., II, pp. 399-401.

(2) Fane, Sulle varieta algebriche a Lre dimensioni a superficie-sezions razionali,
Ann. di Matem, (3) 24 (1915), pp. 49-88; Scritti mat. offerti ad E. D'Ovidio, pp. 342-363.

() Kummer, Ueber die Flichen vierten Grades, auf welchen Schaaren von Kegel-
schuitten liegen, Crelle, 64 (1865), pp. 66-78, a p. 71,

(*) De Franchis, Le superficie irrazionali di 4° ordine di genere geomelrico=
superficiale nullo, Rend. Palermo, 14 (1900), pp. 33-65, n. 3.
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o quindi (poiché: y =ax—1): =2 ,y=0 od: z=3,y=2; cio¢ L,
pud essere: una C* con un punto su 7z, ma non su L; una C*® piana con i
un punto doppio su L; una C* sghemba con due punti (distinti o no) su L.
In ogni caso V) & luogo delle rette incidenti ad L, L,, percid va escluso
il 10 caso (*2); la sua equazione e, negli altri due casi rispett.:

@y [ cta(Bas) - Ba(23%4) ] — BReea(@574) = 0 5 71574 — (7074 — 25) (%55 — 22)==10" 3
f

(Nell'ultimo caso si son supposti distinti i punti comuni ad L, L,).

Se poi A, B, C son tutti doppi per V3, al pit uno di essi pud deseri-
vere (una supetficie, anzi) un piano doppio di V;; ne segue che A,B,C
non sono tutti distinti, perché se A, ad es., descrive un piano, le quadriche
di V! situate con quel piano in uno stesso S, doviebbero avere due punti
doppi distinti, e, d'altra parte, il luogo di A, B, C non pud essere comples-
sivamente una linea (irriducibile o no), perche questa, avendo oo® trisecanti,
sarebbe piana. Se A =B (ed eventualmente A=B=C), la V; deve rien- ‘
trare in quelle del n. 4¢), ma se si scrive l'equazione dell’S; tangente
generico della (3) si vede che esso non pud restar fisso lungo g (per far
¢id possono servire le (2), che rappresentano parametricamente la V? coi
parametri 4,725, %3, 24, quando vi si riguardi 2z, come funzione implicita L
di 2, 2s,2 definita dalla (1)).

7. Le V% drriducibili normali, non coni, che son luoght di »* o oo
rette sono: ’

1°) La Vi di Ss luogo dei piani che uniscono punti omologhi di
due rette e d una C2, generiche, riferite proiettivamente (¢ la sola a
curve-sezioni razionali, e la sola con ° rette);

20) La V! base d'un fascio di quadriche di Ss (¢ la sola a curve-
sezioni ellittiche);

3°) La Vi di S, con piano doppio;

49) Le sequenti Vi di Sy aventi lungo ogmi gemeratrice un piono .
tangente fisso: a) le Vi con piano doppio m ed inolire una linea doppia
(che puo essere: wna retla sghemba con w, una conica incidente a w,
una C° piana con un punto doppio Su 7, una C3 sghemba con due punti
su ., una O di 2° specie d'un Ss con tre punti allineati su 7, una C*
di Sy con tre punti su m); b) la Vi con retta iripla; c) la Vi con co- |
nica tripla (entro un piano doppio); d) la Vi con una retta doppia lac- |
nodale; ©) la V' con due reite doppi¢ tacnodali weidenti, ed eventual- |
mente coincidenti (& la sola irrazionale);

5°) Le V! di S, (avent lungo ogni generatrice un Ss tangente
fisso) dotate di conica tripla L, ¢n un piano doppio m, e d una linea
doppia ulteriore (che pud essere: una C® piana con un punto doppio su L,
una C® sghemba con due punti su L).

Renprcontr. 1921. Vol. XXX, 2° Sem.




