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ed Znoltre,
W (4) = Wi(d) + ki) + k() (). /

Quanto si & sopra esposto formerd l'oggetto di una Memoria, in cui | 4
sard pure esaminato il caso delle forme indefinite di Hermite (4>0). \
Noi ritorneremo, inoltre, sopra questi studi, coll'intendimento di esten- 7
derli al caso di un corpo quadratico (immaginario) gemerale e per esami-
nare se, eventualmente, esisto un legame tra i nostri risultati e quelli ottenuti
recentemente da Humbert, sopra queste forme, con 1'Aritmetica analitica.

Matematica. — Le superficie ellitticke il cus determinante
¢ un numero composto. Nota IIT del dott. OScAR CHISINI, presen-
tata dal Corrispondente F. ENrIQUES (°).

5. Quanto alla ddentita birazionale di due superficie ellittiche F ed
F', di cui abbiamo trattato nelle nostre precedenti Note del 3 e del 17 aprile,
ciascuna delle quali abbiamo visto (seconda Nota, § 3) esser data da equa-
zioni del tipo (8) o del tipo (4), € chiaro che tale identita dipende dal- “
l'essere simili i sistemi di sostituzioni che subiscono i punti P, P,...P, I
della F, ed i punti P{ P;... P, della F', omologhi di un medesimo P del ’
cilindro @ , quando P si muova deserivendo comunque un cammino C; sopra
la varietd riemanniana del cilindro @ : dovranno quindi anzitutto essere
birazionalmente identiche le curve K della F alle K’ della F', e coincidere
lo curve di diramazione z==/%;. Ma cid non e sufficiente, potendosi avere
due superficie distinte anche quando siano identiche le curve corrispondenti
alle sezioni del cilindro coi piami 2= cost., e anche quelle corrispondenti
alle generatrici del cilindro stesso. Per completare la condizione di identita
esaminiamo particolarmente i due casi.
a) Nel easo ciclico, se si hanno due superficie F ed F identiche, date
da ]'/z—p—ti o 7,'1,767 avendosi come sezioni & = cost. due curve K e K' iden-
tiche, relative a terne di punti critici apparenti, D e D', con HESIE
~+ (h—1)T=hD, essendo o — at, 8/ = g", dovra essere 6'(s) = 6"(2), 0
piu generalmente (le radici di 6 e 6 avendo una moltiplicitd minore di z)

gh — @' 6" : pertanto, ove sia 6'= 6, sarh h =1, cioé le terne di punii

(*) Si noti che i coefficienti di hi(d) , ha(4) , Ri(4) , hs!(4) , ha'(4) in tutte le rela-
zioni precedenti sono interi (razionali). Nel risultato &) il caso p =3 offre analoghe
relazioni, che, per brevita, non seriviamo.

Inoltre osserviamo che i numeri hi(4) , hy'(4) ed h;'(4) in alcuni casi possono essere
tutti nulli, in altri sono tali soltanto aleuni di essi; invece hs(4) ed ha'(4) sono sempre,

come & ben naturale, diversi da zero.
(*) Pervenuta il 17 aprile 1921.




1
!
|

— 306 —
eritici apparenti dovranmno essere non solo simili, ma equivalenti. K cto
¢ auche sufficiente per l'identitd birazionale delle F ed F' cicliche.

b) Per l'esame del caso non ciclico occorre riprendere in esame la
condizione di identitd delle curve (2), mettendone in evidenza 1'aspetto arct-
metico, e a tal uopo premettere un’osservazione relativa ai gruppi abeliani.

Siano 7, e v, due operazioni del mnostro gruppo abeliano G definito da
7, e s, ed abbiano gli stessi periodi, ¥, = 0vs © V3, di 7, e m,: sard

7, = e T, = n:f‘ nf“ ;
dove @, sarh primo con ¢ e &, multiplo di e: by =001 .

Diciamo che la condizione affinché v, e v, generino Vintero G (cios
abbiano effettivamente i periodi », e v, e siano indipendenti) ¢ che 2l de-
termenante

A4 = a,bs— a0,
sta primo con Vs .

La - condizione & sufficiente: infatti, se z, e z, non generassero tutto
G, si avrebbero due numeri 2 e 4 non multipli contemporaneamente 1'uno
di », e laltro di »,, tali che fef=1, il che .porta (data 1l'indipen-
denza di 7z, e y) hay - kb, =0 mod. »,, e hay -~ kb, = 0 mod. »., dalla
prima delle quali relazioni (essendo v, = @72, by — 00, ed @, primo con 0)
segue che h & multiplo di o: %= oh; si ha cosl contemporaneamente

hay -+ kb, =0 mod- v, o ohay + kby =0 mod. v; ,
da cui segue

(s —oash,) = Fe(@aaly — 1bs) =0 mod. vy:

o — - b . ; L £
ciog, essendo b, = 0b, ed h— —Q non multiplo di », insieme con %, dovra
A4 = 0,b, — a,b; avere un divisore comune con ¥,.

Viceversa si supponga che 4 e », abbiano un divisore comune o , €
si osservi che in tale ipotesi

ya_bl — hg V—(;(ai]/l—albn)

71 Ty = TV =1

Cid posto: o 0 divide contemporaneamente a, e 6,, e allora @ chiaro che
7, 6 7, non generano tutto G ma solo le operazioni del tipo 2" 7wy 5 0 in-
vece o non divide contemporaneamente o, e b, e allora I'eguaglianza pre-
cedente dice che 7, e 7, non sono indipendenti o hanno periodi minori di
¥y @ 5, sicch® in ogni caso non generano l'intero G .

Ora & noto (ed & chiaro) che, se z, e 7, hanno i periodi », e », e sono
indipendenti, esiste una sostituzione che trasforma contemporaneamente 7z, e




— 307 —
m, in 7, e 7,: pertanto, se a un cammino C;, percorso da P sulla rieman-
niana di ¢, corrisponde la sostituzione 7z} 7z;* per una certa funzione

vy Vs

“1/4’1 “f“"wh

e per un’altra

¥y vy
2 ol R
= /9 -1/

corrisponde la sostituzione

ri 8 @ ritb1si _asritbgs;
Tl1ng=7[il1+xz7t2"+gz.

; ; . v 5 4
avendosi 4 = a,b, — a,0, primo con », (@, primo con ¢ = 1—’ e b, divisi-
)
2

bile per o), le due funzioni X ed X' sono birazionalmente identiche; ed &
facile a riconuscersi che sono identiche solo in questo caso.
Ora le due sostituzioni 7z, e 7, consistono nel moltiplicare i due ra-

. . s . - . . 7T
dicali d’ordine », e w,, che figurano in X rispettivamente per & — cos — -
51

- 7sen — e per & = cos — --Zsen —, onde le stesse sostituzioni AR
Vv

N Vo Vs

sono presentate dalla funzione
Vs Vg
1W1”+wa“ e dalla ‘WW“JVﬁW?:

quindi, ove si prendano come w,=0 e Ws=0 due curve d'ordine @, -
+b—1 e bg+ag—1, i gruppi dei punti di contatto », — punio e

7'=10 e W, Wy2=10 con la ¢ = 0 sono equivalenti a

que]h delle yi" /" —10¥e wf” Wi = 0 (giacché dalle serie cui appartengono
i gruppi di coumtto dipendono le sostituzioni subite dai radicali).

Pertanto, indicati con D, , Dy, Di, Dy, le terne di contatto delle
Wy, W, Wi, Pi, 6 con T la terna segata da una retta, saranno

(5) @D, 44D (a1 4, — 1)T' :asD; |- bsDy =D}, - (@5 4 b — 1T

le condizioni perché le X, X' siano identiche.

Analogalmente a quanto & stato fatto mel caso ciclico, definiremo come
semsli (vispetto ai numeri », e vs) le coppie di gruppi D, e Dy, Dj 6 D;,
soddisfacenti alle (5).

Passando ora dalle curve alle superficie, si consideri una superficie F"
data ‘da

@ | X =1vie+ /v,
| Y=y, 2 =¢

p@y) =0 (= crs)
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birazionalmente identica alla F data dalle (4). Per le sezioni & = cost. do-
vranno anzitutto essere soddisfatte lo condizioni di similitudine (5), le quali
dicono che le sostituzioni sui punti di F" (cioé sui valori dei radicali della

sua equazione) relative ai cicli C; si ottengono dalle analoghe sui punti di

T, cambiando

: a, @ by b
7T, € Mg 1D T, = 70 Ty © Ty =01 T0s"}

guesto dunque dovra accadere oltre che per i cicli C; non nulli, anche per
¢icli avvolgenti le superflcie di diramazione date (sulla varieta riemanniana

del cilindro @) dalle equazioni
0,(2) =0 , 0s()=0 , 6i(5) =0, 85(s) = 0.

Il polinomio 9; dovra dunque differire da 61 05‘ per un fattore 52 ele-
vato all’esponente v, , € I'analogo dicasi per 6} ; dovra cioé essere
ou 6l — 0]8) , 62260 = 0,065
Riassumendo, le condizioni perche due superficie ¥ ed B' rappresen-
tate dalle (4) ¢ (4') riescano birazionalmente identiche sono che:
19) le coppie dei gruppe di contatio delle curve W, s W, YL, Ws,
siumo simili, soddisfacendo alle relazioni

D, 4 5.0y = Df + (@1 + bs— V)T , @Dy - bDe = DL (g 6 L),

- 5 Vi i - .
avendosi ¢, primo con ¢ — —, b, divisore di o, A = 0,bs — b, primo
Ve

con Vs
29) esistano due polinomi 6, e 0, tali che 6716, = 6) Tres 0];“ 07 =
(AT
In particolare, ove si voglia, 0, = 6, , 9, = 0, dovremo avere:
=1, 5,=0,8,=1,a6=0,

sicehd le terne dei punti di contatto di Y, e Wi, Py © Y, debbono essere
equivalente.

NOTA. T risultati esposti sono stati ottenuti poggiando sul teorema di
Abel, che da la definizione trascendente deile serie lineari: ai visultati
stessi si potrebbe pervenire per via analitica in base ai teoremi delle tra-
sformazioni delle funzioni ellittiche, o anche per via puramente algebrica,
partendo dal teorema d’esistenza, usando le formule numerative inerenti alla
divisione delle serie, ed osservando che I'/Jl e 'Vtﬁ‘ danno lo stesso irrazio-
nale ove sia 4 primo con ». Ma non crodiamo necessario diffonderci qui su
questa seconda via.




