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Matematica. — Su di una classe di equazioni alle derivate
funzionali. Nota I di FRANCESCO Tricom1, presentata dal Socio

. VoLtERRA ().

1. Nella teoria delle funzioni di linee si presentano. oltre alle equa-
zioni integrali ed integro-differenziali, delle altre equamogl, §1 un cara.tt;ere
pill elevato, che il prof. Volterra (3) ha chim‘nato e(]zuzsz?/u. alle derivate
funzionali. Queste equazioni possono riguardarsi cou1.e f:asc? limite per n—> oo
delle equazioni a derivate parziali con x variabili indipendenti; pertanto
esse potranno trattarsi con metodi ottenuti estendendo opportunamente quelli
che si adoperano per le equazioni differenziali. Nella presente Nota e in
un'altra che seguird mi permetto di mostrare appunto come, generalizzando
il cosi detto prémo metodo di Jaucobi per la integrazione delle equazioni a
derivate parziali del prim’ordine e giovandosi della feconda teoria delle equa-
zioni integrali, si pervenga all'integrazione di una classe molto generale di
equazioni guudratiche alle derivate funzionali del prim’ordine. _

2. Sia V una funzione incognita della linea [27] (nel senso di Volterra)
e della variabile numerica z. e sia [ p] la linea definita dalla condizione
che la sua ordinata in un punto qualsiasi & dell’intervallo (a, &) in cui si
suppone data [«], sia uguale al valore della derivata prima di V rispetto
alla linea [27], presa nel punto &. Allora una relazione del tipo

AV
2z

(1) = 1817, (2]

L)) =0

dove H e una fanzione regolare, assegnata di z. [x] e [p], sard una di

quelle equazioni alle derivate funzionali di cui poc'anzi si diceva.
L'equazione (1) si e presentata al prof. Volterra (?) studiando un si-

stema integro-differenziale importante che pud scriversi sotto la forma
[z (&) 1 20r1%) -

@ =57 =Hpe (6, 0e1.00]) , EEE — _H 6, (2, D21, Cp])

(== )

convenendo d'indicare coi simboli Hip ¢ e Bz le derivate prime della

(*) Presentata nella seduta del 2 maggio 1921.

(%) Legons sur les fonctions de lignes (Paris, Gauthier-Vill

z g ars, 1913), pag. 61.
() Bquazioni integro-differenziali ed equaz

R, Ace. dei Lincei, serie 52, vol. 23, (1° sem. 1914)7.

wni alle derivate funzionali [Rendic.
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funzione H prese ordinatamente rispetto alla linea [p] e al punto & e ri-
spetto alla linea [x] e al punto §. Nel sistema (2) le incognite sono ls
due linee [z] e [p] che si riguardano dipendenti dalla variabile z; in altri
termini le incognite sono le due funzioni ordinarie a due variabili

¢(5,3)=[2](¢) e w(&,s)=[pl&-

Propriamente il Volterra ha dimostrato come, conoscendo una soluzione v ol
della (1) contenente una linea arbitraria (e che percid potra chiamarsi un ‘
inteqrale completo dell'equazione), sia possibile risolvere agevolmente il
sistema (2).

B perd facile vedere che anche la reciproca di guesta proposizione & {
vera, e cioé che se ¢ possibile determinure una Solusione del sistema (2) i
della forma

@)  [@]® =9,z [a].[2]) , [p1C) =v(,3,[a],[0]). ;

dove [a] e [b] sono due linee arbitrarie aventi il significato di valori
imiziali di [x] e [p] per s uguale ad un certo 3,, e se inoltre lo fun-
sione @ ¢ tale che ln primu delle (3) possa risolversi rispetto o [b]: nl-
lora la funzione

@ Vie,[=], [ad) = [ [a1® DD(E) a5 +

2 b
+ [ B (o 101 LoD [A1) &8 — (e (. L) { s
nella cui espressione devono pensarsi Sostituili alle linee [p] e [0] ¢ loro
valori iratti dalle (3), fornird un integrale completo della (1).

La dimostrazione & un'ovvia generalizzazione di quella che sérve nella
teoria delle equazioni a derivate parziali per istabilire il primo metodo di
Jacobi (!). e moi la ometteremo per brevita.

3. In una sua Nota (2), il prof. Volterra ha risoluto l'equazione (1),
per mezzo di una sexie di potenze di composizione, in un caso che corri-
sponde a quello di H funzione bilineare, cioe della forma

b (b o Iy
H= [ (" 86,0 1) [10) dn s

Noi c¢i proponiamo di mostrare come, avvalendosi invece del teorema enun-
ciato nel § precedente e della teoria delle equazioni integrali, sia possibile

(1) Cfr. p. es. Goursat, Lecons sur lintégr. des éq. aux dérivées partielles du pre-
mier ordre (Paris, Hermann, 1891), pag. 136.

(®) Sulle equaziont alle derivate funstonali [Rendic. R. Ace. dei Lincei, serie 5%,
vol, 23, (1° sem. 1914)].
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risolvere 1'equazione in discorso anche nel caso che H sia una funzione qua-

dratica di tipo genmerale, ciod abbia la forma

6) HeAW -+ [ 4805 (1) 4+ Beln,5) [p1(0) { dn + e
i VI,

0,000 [=1) [30) - Cln, L1 LI + Coln, O [P 21 {nag

dove A, B,,...Cs sono certe funzioni assegnate.
Nel caso in esame il sistema (2) diviene

QLG g+ ) 009 [10) + 20 [pI) lan,

3 o
(6)
g RIVALE) : A L
RLAA® g0 [} 2005 G0+ Culn.H Lo)) {ins
(e =5=10),

che, con un artificio perfettamente simile a quello che si adopera per risol-
vere i sistemi di equazioni integrali (*), e supponendo inoltre, per comodita,

@=0,b=-=, pud porsi sotto la forma dell’equazione integro-differenziale
unica

= 2P (&.3) = e

0 258 o 04 | KE.m)Om,Ndn, ©O=r=1),

dove @ e K sono funzioni note e la funzione incognita @(&,z) é uguale
ad [2](&) per (0 =&<<) ed uguale invece a [p](&) per (3 <<& =1).
4. Per risolvere 1'equazione integro-differenziale (7), al ch'e ¢ ora ridotta
tutta la questione, ci avvarremo del metodo che si ottieme con un passaggio
al limite per # = o da quello che si adopera per integrare un sistema
di 7 equazioni differenziali simultanee del tipo
depi(3)/ A% = i (3) + kiy 91(2) | Kiz 92(8) - - + kin @a(2) , (6=1,2,...n)
sistema di cui l'equazione (7) & il caso limite per 7~ —> oo. Cerchiam(;
dunque di soddisfare la (7) ponendo

(8) Vfo [ () @( , 2) dy = ¥ — 0(z)

dove / e o sono due funzioni e /4 una costante da determinarsi

Moltiplicando la (7) per /(&) d&, integrando fr
’ AR()
conto della (8) si ha 2 ! ed 1 e tenendo

S o o — 5 [ TEm r©) 5]y + o) —

I ol L
~ k dz —/‘fj; [(§) a(&,2) ds = 0 ;

( ) I. P. es. an El nt ell q ni 7
5 €0 de uaztoni N
h N, Vivanti ementi della teoria elle equa Lnteg ali lmear: (1“1-

S
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1l

ma quest'uguaglianza dovra essere verificata identicamente, dunque dovra i“

essere | :‘I

i S do - ?

@) 7o)—7 | K0 /@ dE=0 , % _po— — (/) .5) k. N
k ° dz )

{
La prima di queste due formule si interpetra immediatamente nella teoria
delle equazioni integrali di Fredholm: essa ci dice che 1/4 ed f(&) devono

i‘
essere un parametro ed una corrispondente funzione parimetrice associain I
del nucleo K (&, 7). Quanto all’altra, essa ci consente di caleolare facil- '
mente la funzione o fissati che siano % ed f, e precisamente si trova 1

10) oa) = Cov — [ /(). dt

avendo indicato con C una costante arbitraria ed avendo posto

(11) 7(

e

,Z) = ek (;a(éf AN Gk

<0

Matematica. — Sopra alcuni sviluppi in serie. Nota II di
Pia NaLwLi, presentata dal Corrisp. GiusepPE BAGNERA (1)

4. Passiamo ora a dimostrare quanto abbiamo asserito al n. 3 sulla rap-
presentazione di una funzione f(z) analitica regolare allinterno di un cer-
chio C con centro nell'origine.

Si ha

|ta(2) | = un(|2]) = wo(|2]) || -

Intanto, se ¢ & minore del raggio di C, si potra fissare una costante A

tale da avere, per qualunque 7,

/'m)(o)\ < A ZT y

Fisseremo poi una costante B tale da avere, per qualunque 7,

al

I—a)d—a?)..(1—ea" =i

@ percid, definendo @, per mezzo delle (2), sard

AB /n!  (n—1)! )
| — i — == ., 2
‘a"‘ < n! (Q” ! Q“_l l l 1
quindi, per » sufficientemente grande,
AB n! n -+ 1
‘(7,,]<F(7? + 1) Q"—I&B g"‘ s

; (') Pervenuta all'Accademia il 9 settembre 1921.




