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Componiamo ora una classe razionale, non del tipo P, con una classe

complessa del tipo P, si ottiene una classe che, per quanto si & esposto,
non é razionale e non & del tipo P. Le classi cosi olfenute appartengono
generi della specie principale, poiché appartengono al genere composto
due generi dalle specie principale, che & ancora un tale genere.

Si ha quindi, in queste classi, una terza categoria di classi appartenenti
generl in considerazione.

Noi ci proponiamo ora di dimostrare che non esistono altre categorie
di classi di forme di Dirichlet, a determinante D, appartenenti ai generi
della specie principale. Per questo & necessario premettere due lemma, che
esamineremo nel numero seguente.

=,

at

d

—

—-

a

e

Matematica. — Sul teorema di reciprocita delle funzioni di
(freen. Nota di Tommaso Bogaio, presentata dal Socio T. LEVI-
CIviTa.

In uno dei miei primi lavori (1) dimostrai, per le varie funzioni di
Green d'ordine i, un teorema di reciprocitd, analogo a quello ben noto sulla
ordinaria funzione di Green, e poco dopo trovai l’interpretazione fisica (?)
del teorema di reciprocitd sulla funzione di Green di ordine 2.

In seguito ritornai sull'argomento (%) per stabilire altre proprietd di
tali funzioni.

Tale teorema di reciprocity si riveld assai utile nella risolnzione del
problema delle vibrazioni delle piastre elastiche incastrate (*).

In questo breve scritto espongo una nuova dimostrazione, semplicissima,
del citato teorema di reciprocitd, valendomi di considerazioni analoghe a
quelle che ho fatfo in altra occasione (°), per stabilire la trasformazione
delle funzioni poliarmoniche, mediante un'inversione per raggi vettori reciproci.

1. Sia # lo spazio limitato da una superficie chiusa o, e consideriamo

1) 1 oA . W . . bl o [ 1
5 (*) 'T. Boggio: Un teorema di reciprocitd sulle funzioni di Green d'ordine qualunque
(Atti R. Accademia Scienze di Torino ; vol. XXXV, a. 1900)

Nel seguito citerd questo
layoro colla notazione B, .

‘ (%) T. Boggio: Sull'equilibrio delle puastre elastiche incastrate (questi Rendiconti,
serie 5%, vol. X, 1° semestre 1901).
N o Ao o L2
y (d). 1P Boggio: Sulle funzioni di Green d'ordine m (Rendiconti del Cirecolo Mate=
matico 41 (‘alermo., tomo Xf\, a. 1905). Nel seguito citerd questo lavoro colla notazione By.
: .( ) G- Lauricella: Sulle vibrazioni delle piastre elustiche incastrate (questi Ren-
diconti ; serie 52, vol. XV1I, 2° sem. 1908)
(°) T. Boggio: Sopra una trasformazione delle

, : unzioni poliarmoniche (Atti del
R: Istituto Veneto di scienze, lettere ed arti : / 7 o

tomo LXVIII, a. 1909).
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una funzione U, m-armonica in z, cioé regolare in =z e che soddisfa ivi al-
T’equazione indefinita

J""U=O,(zl:divgrad= )29+)2 i)
LA Y% PY &

[ facile mostrave che f{ale funzione si pud esprimere come somma i
funzioni potenzinli (d'ordine superiore e poliarmoniche) di strati semplici e
doppi, distribuiti, con opportuna densitd, sulla superficie o .

Per semplicita, supporremo 7 pari.

Per questo, ricordiamo anzitutto la formula (B, §3 , B.§2):

m—1
(1) a(P)= Y, | (4T .DA™ = — 7= DA T)do,

0

ove, per brevitd, si & posto

”:471’(2/)/——2!! , v=2m—3,

ed » indica la distanza del punto generico P di z da un punto variabile, e
Df indica la derivata secondo-la normale interna della funzione generica /.
Diciamo poi U’ la funzione m-armonica nello spazio indefinito z* esterno
alla superficie o, che si comporta all'infinito come una funzione potenziale
m-armonica, e che su o soddisfa alle condizioni seguenti, ove p = m/2:

“11‘ I=J'U»
|D4iU' =DAi T,

™o

(=0,1,2,.., u—1);

applicando alle funzioni U’ ed /¥, che sono /m-armoniche nello spazio 7',
una nota formula (B, §3 . B: § 2). si ottiene

S

0 — \_i [ (Ji Ur y DJyn—i—l/-N ! _/>n--z‘—1}~ . DJI'U') (]0- :
oA
sottraendo dalla (1) e ricordando le (2), risulta

m—1
aUE) = >, | [4(0—T). Damiztps — gm=itpv. D.43(T —T)]de,

® v
y

che pud scriversi sotto la forma

(3) AU (R)= :.‘ (c (i DAY — A4 . Dhy) do , (n = p—1),
T

la quale dimostra la proprietd enunciata.

9. Consideriamo ora la funzione I', m-armonica in z, e che nei punti
M di ¢ soddisfa alle condizioni ai limiti:

(4) DR =D QSN (=R RRISE2 R =)
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MQ essendo la distanza del punto Q (polo), che si riguarda come fisso in

z . dal punto variabile M.

Questa funzione T dicesi funsione preliminare di Green d'ordine m e
di 1° specie, mentre la funzione G = (MQ)» — I si dice funzione dv Green
Tordine m e di 1° specie. Lia funzione I' dipende dai punti M e Q e per-
¢id possiamo indicare con I'(M,Q) il valore in M della funzione I' avente
per polo Q.

T facile vedere (By §2, B, § 3) che le (4) possono essere sostituite dalle
secuenti (supposto m pari, come nel n. 1, ed n=mf2—1):

A’ ( £T(M, Q) = 4'(MQ), xon- il
&) | DAT(M , Q)= DA(MQ)® { ORBIES2 )

(id premesso, se P & un altro punto qualunque di =z, calcoliamo il
valore I'(P, Q) nel punto P, della funzione I' avente per polo Q; basta
applicare 1a (3), da cui si trae

=

(5) al(®,Q= >, L% 1i(Q , M)Dyd(MP)* — A(MP)". Duhi(Q, M) | dow,
i

ove M & un punto variabile su o, Dy indica la derivata normale interna
a o in M, e doy & l'elemento darea attiguo ad M.
Applicando le (4"), si pud pure scrivere

L

al(P . Q=2 ( ( 7(Q, M)Dydti [(M , P) — 4* T(M , P). Duhi(Q, M) { do;;
0 <

ma. con una formula analoga alla (5), si ha

alf(M,P)=> ﬁ ) hy(P , N)Dxs/ (NM)* — A(NM)® . Dyhi(P , N) | dox ,

=i

0

pereid, sostituendo,

s

o*T(P,Q)=

‘EO_,-LJ; } 7(Q , M) (P, N) DDA '4/(NM)¥ —

2N

— 1(Q., M) Dudii(NM)" . Dl(P N) — (P, N) Dy AI(NM)* . Ducle(Q , M) +
L AiAI(NMY . Dyly(P , N) . Dulu(Q , M) { dory doy

2

Ora & chiaro che il secondo membro non muta scambiando fra loro i
punti P, Q; percid si conclude: (P, Q)= I(Q,P), cid che dimostra il
teorema di reciprocita.

La stessa dimostrazione si applica se m & dispari, ovvero se = & lo
spazio indefinito esterno a ¢, come pure se si considerano le funzioni di
Green delle varie specie (B, § 6, B; § 4), anche nel caso di quante si vo-
gliano variabili.




