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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sopra un’equazione funzionale. Nota IIT di
P1a NaLL1, presentata dal Corrisp. G. BagNERA (V).

1. Siano f(z) e g(») due funzioni con/inue nell'intervallo (0, @), ¢ una
costante posiliva minore di 1, N(x,s) una funzione continuz nel triangolo
0=z<w, 0=s=2z , P(z,s) una funzione continuz nel triangolo
I=z=a, 0=5=oaz. .

Faremo vedere che s [9(0)| <1, Vequazione

) ‘ xz . oz
@) o) =g u(ee)+ | N, ) u@ds + [ B, Ju(ds + (o
(] 0 .
ammette una ed una sola soluzione finita e continua in (0, a).

Si determini un intervallo (0, b) (b =<a) tale che in esso sia

lg(z)| <o <lL1.
Ponendo

/0(123) = f(‘L) ’
o) = 0(8) fos e2) + [N, 9 fms (105

=l (\ax P(l 5 8) fn—x(.~‘)/7.~" (” =1,2, ) ;

~a

0
faremo vedere che li serie > fu(z) converge uniformemente in (0, ) e rap-

n=0
presenta quindy i questo intervallo una soluzione della (1).
Trovata tale soluzione, nel secondo membro della (1) esprimiamo la
u(ez) e la u(s) del secondo integrale per mezzo della serie trovata, e fac-

)/
ciamo poi variare @ tra 0 e =% Allora, nella nostra equazione la somma

del primo, del terzo e del quarto termine del secondo membro diventa una
funzione nota e l'equazione si riduce ad una di Volterra di seconda specie

. b
che risoluta ei dd la w(x) nell'intervallo (O,;), ed essa mnell'intervallo
(0, ) coincide con quella gia trovata, cioé con la somma delle fu(2).

Procedendo analogamente, dopo avere calcolata la u(z) in (O,l)) la
o

| b NI 3 ;
si pud caleolare in <O a—) e cosl via, si amriva a calcolarla in (0, a). Ci

(1) Presentata nella seduta del 6 marzo 1921.
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Testa da far vedere la convergenza uniforme della serie delle fu(z) nell'in-
tervallo (0 ,5) -
Siano K, H ed I tre costanti positive tali che sia

IN@. 9| <K, [P@, )| <H, @) <,

e formiamo la seguente equazione ausiliaria:

@) o(z) =4 \:gv(ax) s Kfox v(s) ds + Hfow o(s) (7-—\] + 1

dove A & un parametro che faremo variare e ¢ & il numero avanti intro-
dotto.

o

Per |l\<%’ troviamo coi soliti metodi la seguente soluzione

I(CB)—ZH,E:; (1—19) (1"‘19“)... (l—ﬂ.ga“) n!

dove z pud variare tra 0 ed o — 6 potrebbe anzi prendere qualunque va-
lore reale o complesso —.

Ora il secondo membro si pud svilzppare in serie di potenze di 4 al-

Tinterno del cerchio [lls;. (entro cui cade il punto 4= 1), cioé si ha

3) v(x) = 1 [vo(2) Ay (z) + A2ve() - - 1:
~tenendo conto dell'equazione (2) a cui soddisfa () si trova
o) = Ul

(%) = 0Vn_1(%) K ( Vnaa(s)ds +H ‘ ' Vpr(S)ds (= I R
=40

Jo
Le va(z) sono quindi polinomi in z a coefficienti positivi, e percid la
®
gerie Y 0a(®) — che & quella che figura al secondo membro della (3) per
n=0 g
— 1 — converge uniformemente in qualunque intervallo finito. D'altra
parte, si verifica per ricorrenza che & |fu(2)| = a(x) nell'intervallo (0, 0),
¢ quindi resta ivi dimostrata la convergenza uniforme della gorie delle [a(?)-
Abbiamo cosi trovata una soluzione della (1) in (0, a): essc ¢ Pumica
soluzione fimita. Infatti, se vi sono due di tali soluzioni la loro differenza
sard una funzione w(z) finita in (0, «) e soddisfacente alla (1) con f(z) =0.
Ma allora, ponendo

Uo(2)i= U(®)
i) = 00 s 09) - [ N0, )t | e 8) ()

0

(n

1,2, ..)
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= igmi.
8l avra sempre, in base alla (1) stessa, u,(x) = u(z). Ma se & |u(z)|<k

sard in (0, b) |un(z)| < kva(z) cioé |u(z) < kva(z), e siccome v,(z) tende a
zero al tendere di 7 ad oo si conclude che %(z) & nulla in (0,0), e pereid

N o (b :
anche in (O ,;), in (0 ,;)2) e cosl via, e finalmente in (0, o).

2. Introduciamo ora nella (1) un parametro 4 e consideriamo I'equa-
zione

u(z) =4 [g(w)u(m;) —}—fx N(z, s)u(s)ds -

(4) 5
+ ] e, 9ue) s |+ f@.

Toglieremo l'ipotesi che sia |¢(0)| <1 ma aggiungeremo l'altra che 7(z)
e g(z) ammettano deriwate di qualunque ordine rispetto ad z e che N(x , s)
e P(z,s) ammettano derivate parziali di qualunque ordine rispetio ad z e
ad s, continue meu triongoli dove le funzioni sono definite.

Studieremo le soluzioni della (4) che ammetiono derivate di qualunque
ordine wn (0, a).

Supporremo g(0) 5= 0. Diremo in seguito brevemente del caso ¢(0) = 0
che & molto pit semplice dell’altro.

3

£ 1 { S .
Fissiamo un numero positivo 4'< —— e si determini » =< ¢ in modo
P 19(0)]

che in (0, 0) sia lg(a;){<7.1,, s1 faccia variare 4 mel cerchio |2| =2 e si
definiscano in (0, @) le f.(z) come al n. 1. La serie > A"f,(z) & l'unica
n=0

soluzione della (4) in (0,0). Se ora nella (4) si fa variare 2 in (0,9

ed al posto di u(ex) ed u(s) del secondo integrale si mettono le loro espres-
gsioni dedotte dalla serie soprascritta, vediamo che questa serie rappre-

i
senta la soluzione della (4) anche in (O,é), perche in questo intervallo
ll:q(m) u(er) + (u RS zz(s)(ls:l —+ f(z) & una funzione nota che si svi-
i 0

L . N
luppa in serie di potenze di 4, e percid la u(z), che in (0, ‘;) si ottiene

risolyendo 1'equazione di Volterra di seconda specie a cui si riduce la (4),
si sviluppa pure in serie di potenze di 4. Questa serie non pud essere altro

@™

che quella gid ottenuta, ciod > A"fy(v), come si vede subito eguagliando
R=0

i coefficienti delle stesse potenze di 4 nei due membri della (4).
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Dimostrato che la serie in discorso ¢ soluzione della (4) in (0, E)) sii
b S ;
dimostra che lo & anche in (O ; a—;) e cosl via, e finalmente in (0, @), purché-
i 1<
si =
|9(0)] oo
Quando si fissa per 2 un valore soddisfacente a questa limitazione, la

serie > Anf,(z) converge uniformemente rispetto ad « in (0, «). Infatti,

n=0
¢id che abbiamo detto finora sussiste nella sola ipotesi che le funzioni note
della (4) siano continue nei domini dove sono definite — anche se non sono
derivabili — sussiste percid anche per 1'equazione

s =2 [[goten -+ [ el ds+ [ 9100 s | +1f(e))

Quando |4| < M%W si ha la soluzione v(z) = > A"v,(z), che & I'analoga
n=0
della serie che abbiamo formata per la (4); ora le v,(z) sono tutte positive e
siccome quando si fissa 4, v(a) & funzione continua di z, la serie Z A v,(z)
n=0

converge uniformemente in(0,a), lo stesso si potra dunque dire della serie
g: 27 fu(), perehd [fn(2)| = va() -

= 3. Passeremo ora a studiare la soluzione della (4) per valori di 4 il
cui modulo non & minore di ﬁ Si vedrd nella trattazione che faremo
che la soluzione u(z) che abbiamo trovata, valida per i valori di 42 di mo-
dulo minore di \_g(l()—)l , & derivabile in (0, ).

Ammesso che la (4) ammetta una soluzione u(z) derivabile in (0, a)
si avrd per derivazione

w(zx)=2 [ag(m) u(eex) 1 fw N,(z , s)w(s)ds +
() ‘

= R, 910 B 1O 00 |+ 16,

dove poniamo
Nie,s) = N, )+ [ 2ol gy
s AL
Bi(e,8) = (@) + e, a4 [ D,
A z

0:(2) = Nu(z , 0) + Py(z , 0).




e
I1 valore u(0) si ricava dalla (4) ed &
_ )
u(0) = T— 29(0) °
Per il risultato ottenuto al n. precedente possiamo dire che la (5) ammette

una ed una sola soluzione per ogni valore di l:}:ﬁ e di modulo mi-

1
nore di ———. La soluzione & la seguente
«1g(0)] s

4£(0)

u,('”) = ul,l(g') = T A(J(O) Uy,e (w) )

dove u,,, () ed u,,(z) sono le soluzioni delle due equazioni
2 \
Ui (z) = 4 |:“.’/(’f«) uy,i(er) +f Ny(z, s)uy,i(s)ds -
0
ax
—}-f Pi(z, 8) %1,:(s) (Zs:|+ l,i(2) (t=1,2)
0

con . (z) ={"(z) o 1, 5(z) =q(z). Le u(x) si sviluppano in serie di po-

tenze di 4 all'interno del cerchio con centro nell’origine e raggio

—_—

e|g(0)]°
e quando si fissa 4 tali serie convergono uniformemente rispetto ad z nell'in-

tervallo (0, @). Avremo dunque che all’interno del cerchio 3] = |gl(O)‘
o |
per 4 == % la (4) ammette 1'unica soluzione derivabile
g

x 0 @
(6) u(‘(') :‘/[ um(:c) dx - 1_][_(—1()7(0)[1 -+ lj; Uy,e (I) (Z‘L]

! il o 8 ;s
e questa soluzione gquando ‘l‘<*|a(0)‘ coincide con quella gia trovata, perche
b |

1{7(10” la soluzione della (4) & unica sotto la sola

e

si & visto che se 4| <

1 .
condizione che sia finita. Per A =1, = m la (4) ammette soluzione finita

quando e solo quando & f(0) = 0. La necessita di questa condizione discende-
immediatamente dalla (4) e la sufficienza dalla (6).
Se f(0)=0 e 4= 4, una soluzione della (4) sard

u() = Ea Uy, () /o da




=

— Q) —

dove con u,,(z)/, intendiamo che in u,,(z), la quale dipende anche da 4,
bisogna porre A — 4,. La soluzione non & unica, perché la funzione

(7) pu®) =14 [ t0(0)ods
0

soddisfa all'equazione omogenea che si ottiene dalla (4) ponendo 4 =24, ed
f@) =0. Per A=4,, se f(0)=0, la piu generale soluzione della (4) che
sia derivabile in (0,a) &

u() Zf 1,1 (2)/o A2 = ()

0

con ¢ costante arbitraria.

Matematica. — Sulla equazione integrale di Fredholm a
nucleo non limitato. Nota di Mauro Piconk, presentata dal Corri-
spondente Gurpo FusiNi ().

Data 1'equazione integrale di Fredholm:
1
&) 9(0) =1 [ K@, 1) 9@y + 16).

anche se il nucleo K non & limitato, supposto, iz particolare, che esistano
due numeri « e A, il primo minore dell’unita ed il secondo positivo, tali
che in tutto il quadrato Q limitato dalle rette » =0,2=1,y=0,y=1,
sia sempre

(2) |Kz,y)||le—y|*=A,

si sa che alla risoluzione dell’equazione si pud sostituire quella della se-
guente

1
) svfx)—*—l‘f Kz, 9y dy + [V(z),
0
ove Ky(xz,y) & il »™ nucleo iterato, e si ha K(z,y) = Kz ,7),

1 1
Kl(x,y)=£ K(z,s)K(s,y)ds , Kslz,y) = £ K(w,s)Ki(s,), .

1
fv(x)_—:f(ac)+l£ Ko(x , 8) f(s)ds - - - Av—lﬁ Kyo(x , 8) f(s)ds .

E noto pure che esiste un numero intiero e positivo », tale che, per
v =n, il nucleo K, riesce limitato in Q. Posto v == si pud dunque so-
stituire all’equazione (I) un’equazione di nucleo limitato K,,.

(*) Pres. nella seduta del 6 febbraio 1921.




