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Matematica. — Sur les surfaces dont toutes les courbes de
Darbouz sont planes. Nota di Epuarp CrcH, presentata dal Cor-
rispondente Guipo FusIni.

Les coordonnées tangentielles homogénes 2, d'une surface quelconque,
rapportée aux lignes asymptotiques, satisfont, si 1'on choisit convenablement
le facteur de proportionnalité, aux équations ()

(1) Buw =205, - ¢z , 3y =202, - ds.
L’expression

P=[—12a"2b2° - (a\b—a'b,) v + ayb—d'b, ]z —6a'b(s, —73,),
ou a'z® 4 b =0, représente (%) le plan osculateur d'une ligne de Darboux

(& osculation quadrique) de la surface. On déduit, en faisant usage des con-
ditions d'intégrabilité du systéme (1), 1'identité

O(P,e—zp)—P( + )loga’5b’=

L leng uald o) sl M, L o Ve
abz( 6 0 log ) ()v log b) 36 ( a, - ) bu—d) |7
—]L p o o-ﬂr ! i a == g L3 x‘i' / ))
'1213u Dle"b g Dzﬁlog b ( loorb) I 36(17” i fem€ )y

Pour les surfaces en question, le second membre s'évanouit identiquement
en z. On peut donc faire (%), dans ce cas,

d=b=¢ , c=2¢, , d=2¢,,
ainsi que les équations (1) sont
(2) buu = 2(90 2y + %3) N2y — 2 (wzu + Pu2) ,

ol ¢ satisfait les conditions d'intégrabilité
g (3) Puu = 29’@! y P — 29"lu

Je vais montrer quon peut intégrer (2), mais, pour briéveté, j'écarte
les cas aisés ou ¢ est fonction d'une seule des quantités

o —
==
(4) Ty —&u I &y (e=¢e? o =), 0 2

(*) Les indices %, v signifient partout les dérivées partielles,

(*) En ce sens que les coordonnées de ce plan s'obtiennent en remplagant z par les
coordonnées du plan ta.ngent de la surface.

2
(®) Si l’on a Buaav (%) =0 (surfaces isothermo-asymptotiques de M. Fubini), on

peut faire o’=10 par un changement des paramdtres u . v.
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Tout d’abord remarquons que
(5) [(zi)) = & gy + e* @, + ¢*
est, en vertu de (3), une fonction de z; seul ot satisfait A 1’équation
(6) [ (@) = 4f () /" ().

Ceci étant. on peut, dans le cas actuel, représenter le plan osculateur d'une
ligne de Darboux par 1'expression

(7) Oy =ty Ik eiztv—2(pz :
qui vérifie, d'aprés (2), I'équation diffsrentielle

a® Q; d
(8) 77wk T [/ (#:) Q] -

Grace a (6) on remonte de I'équation (8) & la suivante
(f(./‘. ) dx; r dz; oy

' (oi)]? ACT
a,b,co 0. co étant des constantes, dont les deux premiéres ne dépendent
pas de l'indice z, car on trouve
(10) &= (g’uv g 49)3) 2 — Pplu— @y 3, + [F 7
(11) b =999, —39g. + 49*) s+ (99, — g% ) 2, I

+ (?2 Pu—— 9P§) 3y + ({' Puy — 9’3) Buy -
Pour trouver la relation qui passe nécessairement entre les constantes

@,b,c;, on commence par eliminer z des équations (7), (10), (11), ce qui
donne

(12) @ Qo + 0, Q) + 0:Q, = 3¢ (9. — 2¢°) 2 — 64,
ol j'al posé

0i =29 9u 9. — 3 Puo + £ 9 (Pu Puo — 29 93) + = ¢ (9, 91— 29 7).
Or 1'identité

(9)

['(@) = Quo + 26' @y, + 2% gg,
donne par multiplication

(13) @,’ fl (4171') = 6@’ @u Py Puy — % @1:“7 B 4¢3 (9’!3; + ¢3) =

ou @ ne contient plus l'indice 7. Sl l'on introduit encore les valeurs des Q:
tirés de l'équation (9), l'identité (12) donne

V /(ai) ’l i 3¢(29) f@m)] +

[ ()] — )
L ws S A s
Ha) plap— r=araza.

Les deux constantes @ et 4 étant manifestement indépendentes, les deux
quantités entre crochets sont des constantes et 1'on a simplement, en dispo-
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sant convenablement des limites inférieures des intégrales,

2

S [(zi) doi _ 3¢ (29°—9¢uw)  ~ f d; _ B¢
=0

Z i e @l ©'
(15) ¢o 6 +c=0.
L'identité

Q0+Q1+Q2=—6€P3

donne maintenant les solutions du systéme (2). Mais c'est L'interprétation
géométrique du procédé employé qui donne des résultats intéressants. Tout
d'abord, I'équation (8) étant du troisiéme ordre seulement, les plans des
lignes de Darboux de chaque famille enveloppent un cone (*). On voit aussi
que ces trois cones sont homographiques, si Dous faisons correspondre les
plans tangents appartenant a une méme valeur du paramétre qui est, respecti-
vement, @, , %, , ®,. D'autre part, si I'on pose la relation trilinéaire

Xy @) +—2.=0,

les trois cones engendrent, par les intersections des plans tangents, la sur-
face cherchée. Passons au fait que a et b ne dépendent pas de 7. Ceci
donne, en premier lieu, que les sommets des trois cones sont situés en ligne
droite, tout les plans contenant celle-ci étant de plus unis dans les homo-
graphies qui ont lieu entre les cones. (es homographies sont done des sim-
ples perspectivités, et les plans de perspectivité forment d'ailleurs nécessai-
rement un faisceau. Enfin, d'aprés (15). entre les sommets des cones et ces
plans passe la bien connue relation d'une forme cubique binaire et son co-
variant cubique (3).
Essentiellement, trois cas sont possibles

—g="Ca+ Lz +Las,

‘(cas général), ou

— ¢ = cotg z, - cotg z; -cotgzs , —@= :
TR T

Dans le cas général, on voit que l'on a
fz) =3pai , 9*=p@o + P& 1P L2,
27 I/ r
@=—?P'%P 2, P/ , 9(20° — Pur) = PZo P&y - P PBy - Py PL2 - G2

On peut done, dans les équations (14), choisir zéro comme limite infé-
rieure des intégrales.

) Si @ est fonction de z; seul, les plans des courbes de Darboux ;= constante
forment un faisceau. Ces courbes sont des simples coniques et les courbes conjuguées
sont planes.

(2) Ces plans coupent la surface en courbe de Segre particuliéres

Zo—21=0 , 23— 2,=0 , z,—2,=0.




