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Seduta del 19 marzo 1922,

F. D’Ovipio, Presidente.

NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Su wna, classe di serie di polinom: di una
varwabile complessa. Nota di N. ABrRaMESCU, presentata dal Socio
T. LevI-C1viTA.

In questa Nota mi propongo di trovare il campo di convergenza delle
serie di polinomi di una variabile complessa, 3, P,(z), i polinomi P,(z)
essendo legati () dalle relazioni

: - , : |
(1) Po(t)=12Pu(t)— ’;—‘ Poos(8) — = — ==L Py(t) o+ (- 1)“; \A=2.3 ...,

Pl =L, it

(24
dove @, e, @ ,..,a,,.. sono quantitd date, e a,,q,, .. y Zn , ... quantity

conosciute di modo che Tim |/|a,| = —, o =c —¢t¢ Sl

1
e

I. Considereremo da prima il caso nel quale la relazione (1) contiene
(4 -+ 1) polinomi,
oy "\ p = 1Py(t) — 2 Pacyft) — = — LB (), n—2,8 00
(._.) .H(t)— n ) o

T — @
=) S>A‘—1 . Pl([)='—l=—'7.

(*) Veggansi i problemi analoghi studiati nelle mie Note: Sulle serie di polinomi

i una variabile complessa (questi Rendiconti, 1° sem. 1922, fase. 3°, pag. 89) e Sulle

y ibi aQ q O
serie ds polinomi di Darboux e di Poiwncaré (ibid, fasc 4°, pag. 152).
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Cambiando » in (» + k—1), la relazione (2) diviene

(3) Pn+k(t) R [Pn+k—)(t) "|"‘ % Pn+k-2([) + + aL: Pn(l) = 0 )

XL — oy
=0
o

che ¢ una relazione ricorrente di Poincaré (%),
(4) Qu(@) Pran(2) 4+ Qp=1(2) Prsia(2) 4 -+ + Qo(2) Pu(@) =10,
Qs(x) essendo funzioni che dipendono da z e da .

La serie di Poincaré, =a, P,(z), nella quale i polinomi P,(z) sono
legati dalle relazioni (4), ha il campo di convergenza limitato dalla curva (2)
(5) |8@)|=e,

@(x) essendo la radice di piu grande modulo dell’equazione
(6) F(A) = 4% - Ay, At oo LAy =0, A, = lim ~Q—s
n—> o Qk

Nel caso in cui i polinomi. P,(x) sono legati dalle relazioni (2), 1'equa-
zione (6) diviene :

(7) F@A)=adf — (. — o) A Loy A2 L ... Lo =0,

Facendo in questa equazione la sostituzione

@®) p=gtataX+ota, X, X<,

ofteniamo
1|
F(d) = (1—§) @),

D(A) = ! — (ay X + - 4 o, XA1) o2
— (e X 4 o g XE2) 18 — oo — g X

Si pud poi dimostrare (cfr. § II) che 4 =iX e la radice di massimo

modulo dell'equazione (7) e che i/ campo di convergenza delle serie
2an Pu(2), ¢ polinomi Pu(z) essendo legati dalle relazioni (2), é limitato

dalle curve che si ottengono dui cerchi |X|— %<1 mediante la iro-

sformazione

1

s=g tataXtota, X, X|==C—te.

SIES

(*) Poincaré, Sur les équations linbaires auz différentielles ordinaires et auw diffé-
rences finies (American Journal of Mathematics, vol. VII); Picard, Zraité d' Analyse,
t. III, pag. 419.

(2) Ihid..
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Esemrr. — 1°. P,,, = P,. La curva di convergenza & il cerchio

x=%+“o» |X|=§’ %:li—-?la’n”
di raggio |a|e. Si ritrova dunque la regola di Cauchy-Hadamard per la
serie Taylor.

Pr—

2. Pri(t) = tP,(2) —% Po(t) , t= Ta" . Le curve di conver-

genza sono ellissi omofocali date dalla trasformazione

a : 1
x=i+ao+a1X.|X\=E:C—te<l.
Nel caso dei polinomi di Tehebicheff,
Puz) =@+ 12—1)'4+G—122 — 1) =2rg" ...,
abbiamo P, — 22 P,_, 4+ P,_; = 0. Osserviamo che in (2) P,(z) sono or-
dinati secondo le potenze di Z——= —2% — 9
] 1 1 )
éPn_ff;Pu—l —,‘éln—2=0w
dunque le curve di convergenza sono le ellissi
1 i I 1
l:—z—(Xfi), |X}=§<I,(ao=l) f:=l¥1=§),
coi fuochi — 1, 1. |
1I. Consideriamo il caso generale nel quale i polinomi P,(x) sono legati )
dalle relazioni
@, . e S o,
Pri(t) =t Pu(l) —— Puaa() — .. — T' PO+ @+1) i
L — Q& = Bl e e———
P=1,P,=—1t,t= yim /| en|=1,lim |a,,|=5<,l.
Facendo »=1,2,3, ..., risulta, dalle relazioni ottenute, che, = ap- !

partenendo al campo di convergenza delle serie = a, Pa(z), la serie in Z
(Z abbastanza piccolo)

(9) Pi(@) + Z Pala) + - + 2" Prua(a) + -

8 il quoziente di due serie

Cy *{— Co VA ,%4 + Cn+1 Zn + :Pl +ZP9+ -:_ZHP”.H + " o bl =‘=U.

(l')) bl ,|_ /}2 Z + ,{‘. bn+x Zn + )
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1 ~ Per identificazione, paragonando le relazioni trovate con quelle ottenute
facendo in (1) z=1,2,8,..., troviamo
ol—— (o= enhlics= 2 ca =B o i =— (0 == L) ey o

Z)l:av b? =7 (*"—ao), ]’;;:al,.“,b:u-l=l¥,.._1,u.,

i sicche le serie Z¢,Z",24,7Z" hanno lo stesso cerchio di convergenza
di raggio _— =
. n
lim /| e,|
Se 2 & nel campo di convergenza della sevie 2, P,(z), abbiamo
SRR L T TS 70 —‘ SR 5_-777
lime || - 1| Pal@)| <L lim 7 | Po(z) [ < 0.
La serie (9) & convergente se
- e o
Z‘hm 1 “P,, < | |Z\<_TT;
lim §/|P,
Se dunque si prerde
] |
5 - 7@ T lim /|P.(2)]
avremo a fortiori

1
Z}<—_ e
lim 7/|P,,|

e per conseguenza lo sviluppo (10) & valevole nello stesso tempo che lo svi-
luppo = a, P.(z) .

\ Ne segue che, quando 2 ¢ nella regione di convergenza della serie

|
| Sa,Pu(z) e 'Z\<;, la relazione (10) si serive

o —2+20Z -+ - (n+ e, 20 -

] C“*‘(“o—f/f')ZJﬁalZl—i—"'—i—ai,_,Z“_‘L.-.=Pl(m)m§_ng(x)+”'
| Zq'(Z 7)—z
| 03 o e R R

9) = oo @l 4kl g0 =

e @(Z) e regolare nel cerchio di raggio 1. Ponendo

o
(12) 3227’ 9(Z),
abbiamo lo sviluppo
l}‘ ‘ i c 4 ] 7P { s
1Q (13) =g TR0 IR e f =
|

Y AR

- —
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valido solamente per i punti # del campo di convergenza delle serie = a, P,(z).
! il
7| <-.
lal<=

Ma lo sviluppo (13) vale selamente per |z|<C|z|: ne segue che 2/
campo di convergenza delle serie =, P, (z), i polinomi P.(z) essendo legati

dalle relugiont (1), ¢ limglato dalle curve corrispondents wi cerchi|X|= l<1
¢

mella trasformazione
o
(12) x:§+q(X), pX) =y, X+ L a,Xn L e

dove oy sono 1 coefficienti che entrano nelle relazioni (1) e lim f/|a,|=1,

lim y|a.| =

o [

Essendo dati i polinomi P,(x) legati dalle relazioni (1), si possono
dedurre da queste relazioni i coefficienti «; della trasformazione (12). Si puo
anche calcolare la funzione ¢(Z) mediante la relazione (11) quando si sa
fare la somma delle serie (9), dove i polinomi P,(x) devono essere imtro-

T—e,

dotti ordinati secondo le potenze di , ed il coefficiente di z" nel po-

: - 1
lincmio P,(z) deve essere — ot
4

Esempio. Consideriamo i polinomi P,(x) la cui funzione generatrice e

— x1/1 L 72
gl Rl e s oy P G A P o)
1 7t —aZy1 -+ Z2
oppure
Ziafe ita l ?  1-3% 1.3-5%
e __ITZ_?*l 2t 1.2.32 |
T i 2 . 4 S[278
' -2 4t -2-02

Identificando, si vede che i polinomi P,(z) verificano le relazioni (1),

¢cona—=1, a =% La funzione ¢(Z) e data dalla equazione (11),

mentre le curve di convergenza sono date dalla transformazione

: %+¢(Z)=Q+_Z",’Z|:c—te<l.
Vs—1|-[s+1]|=

o sono ovali di Cassini.




